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M(t3) = #i
.
= 0 →

(
#ct(ϕ1) ↔ #ct(ϕ2)

)

¾I9�!1��!

ϕ1 = 〈.. #l
�/ì � b #i

¯}¯fÞec
#s
â
...#pct〉#p ϕ2 = 〈.. #l
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F �0 ϕ :⇐⇒ F ∪ {¬ϕ}
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ú9�!d7(½������'7�¸1�Ä¾?7-0Z¾?!�)�!$Ï���!-)¨��¸�9�!1�d7(���"¸2�É�����º
� Â7��eb�¾I9��"¸�9À7(��!����ÿ½³!n
���!-)¨7��º7�#%�"���2��c
�	���� 	�"!-�¡��9D7(�¡¸�9D7(���6!-�¥�d7�)�!����r7ï56�%¸m7(½�
� Â7(��0Ø�(�µ7Z "�����"¸+�	���2�����d¸m7���!-�d��!Bd¹
��	��!+��
�����9�!1�
¸�9D7(���6!-�,���d½³!µ�d7�)�!8���¡��9�!µ��¸'9�!1�d7(���"¸º�É�����º
� Â7��.b�����!m7(��!-)Z7��U��!1���4�(�²�J�����µ
� Â7���c$Ã�úG�ÿ7-56���")
��9��"�m�U¾A!¨¾I�	 	 µ7�����
��2!Z��9D7(�+��
���56�%¸m7(½�
� Â7(���"!-�s7( 	¾?7m0%�s¸-���¹�'7(�	�q��
.Ìd¸1�"!1�¹�s�'!1�����(�n���6�� "!1�
��0%�µ½��� "��¾A!¨7(��!ï!156!1�/��
D7( 	 	0O�6���	���Ø���À�	�¹�����%).
�¸-!�Ã ú9�!-��!ï��0%�µ½��� "�+7(��!�b��	�~�2�����+¸m7���!-��c
\Ú
����4�������d7( ®����!-).�"¸m7(��!n���4�É
���¸1���"��� ��0/�º½³�� "�m����9D7(�4¾?!µ9��t¾A!156!1�Ä��!Bd/
��	��!µ���d½³!�®���
.Ìd¸1�"!1�¹�� 	0

��¹
��'!-)�¯'Ã2»?0�®�
��/
���!-)�¯n¾?!��2!m7(�¨��9D7(�Ä������
� "!����µ7�#.�"���b!$#.�� 	�"¸1�	�� 	0 ).�"�����	����
��"��9�!-�µ¸-!1���'7(�	�
��!1����!-��!1�/�'7(���	56!-�?�(�³��9�!���0%�µ½��� "�m���	������!m7�)2¾A!I��!Bd/
��	��!��9D7(�w�	�²�"��7( 	¾7-0.�w���������	½� "!���Ä!$#�¸�9D7(���6!
�%¸-¸1
������	���¡��0%�µ½��� "�mÃ²ú9�!,��!1��� ®����6�� "!1� ��0/�º½³�� ·¯,�"��	�+��9�!U�J�� 	 "�m¾I�	���¡�D7(�6!-�47-56���")�!-)��³7��I¾A!
¾I�	 	 � Â7(��!1�4)�!$Ï���!º7n�J7(���	 	0ÿ�(�²��0/�º½³�� "����9D7(���"��!$#�¸1 	
����	56!1 	0¡�������	�D7(��!-)���9D7(��¾?7m06Ã

Ì�p�+½µ5lu�¹�/{[g[{[u4�¸· 2 �/��nBlx� � �q�eyxuqk|n�¹c� ´ ��!1���(�Å���/��nBlx��nz�q��y´uqk1nº��!1�¹7(��).�	���¥72�'!1�
A
�(�w��¸'9�!1�d7(���"¸

�J�����µ
� Â7��n�"�º7(�¨�	�.Ï����	��!¥��!1�
Sk

�(�4��0%�µ½��� "�µ�(�47�����!-¸1�ÍÏD¸2�%�	��)fbÉ!�Ã ��Ã�¸-�������'7(�¹�����(�47ÿ���	56!1�
�������m����
���¸1���"�����4¾I�	��9 7����	56!1� ���	���D7(��
���!��D!1��¸�Ã1c$�D��9D7(�4�'7(���"�ÚÏD!-�4��9�!,�É�� 	 "�t¾I�	���¥¸-����).�	���"����?Ë����
c, d ∈ Sk

7(��)
ψ ∈ P ∈ A

¸-���/�'7(�	���	���
c
½�
��ÿ�����

d
�4��9�!��J�����µ
� Â7À��½��'7(�	��!-)|�É�����

ψ
½¹0

��!1�� Â7�¸1�	���
c
¾I�	��9

d
�µ
����U7( "����½³!87(�s!1 "!1�2!1�¹���(�

P
Ã

∗

�?������!Bd/
�!1�¹�� 	06���É���?��9�!��J�� 	 "�m¾I�	���2)�!$Ï����	���"���ÿ¾?!,7��'��
��2!U���µ9D7m56!,7º��!1�
C ¶ cd7�· �(���	�.Ï����	��!1 	0�d7(�¹0ÿ
��/
���!-)�¸-�������'7(�/�4��0%�µ½��� "��J���4!m7�¸�9��'�������(� � u4szgJÃ

Ì�p�,½µ5lu�¹�/{[g[{[u4�¸·�¸µ{okmy´l"szgVvÁnzg[�qkmlô��i�j"k�l"g\Q�iqkmj"��k ��n�¹Z�4Ë����ï7Û���	56!1�f��!1�
A
�(�d�'¸�9�!1�d7(���"¸Q�É�����º
� Â7��m�

��
�¸'9W��9D7(�
C ¶ c07U· �"��½¹0O*,!$�ÚÃ ! Ã�� 7À��!1�+�(�º
��/
���!-)q��0%�µ½��� "�ÿ��!1�¹7(��).�	��� A

�U��9�!ï¸m7( "¸1
� 	
��
� $

=
� $

A

�"��)�!$Ï���!-)��	�+��9�!,�J�� 	 "�m¾I�	���d¾?7-0��
ù Ã ´ �±� $ ÇÅ�����/�(�w�(�®7��É�����º
� Â7

ϕ
�"�47n 	�"�����(�<�É�����º
� Â7��

¬ϕ,ψ1, . . . , ψk

¾I9�!1��!8!m7�¸�9��(�®��9�!,�J�����µ
� Â7��
ψi
9D7��I½�!-!1���	�¹�����%).
�¸-!-)+½/0�����!,��
� "!µ7(���� 	�"¸m7(���"���

Ý.Ã4ú9�!,��
� "!-��7-5�7(�	 Â7(½� "!8�	�±� $ 7(��!

ψ

b ´ #Lc
∃x.ζ ↔ {x/c}ζ

bÉÊ²#/c

¾I9�!1��!
ψ ∈ P ∈ A

�"���	�����'7(��¸-!µ�(��7���¸'9�!1�d7(���"¸8�J�����µ
� Â7¡7(��)
c ∈ C ¶ cd7�· �"�47(�s
��¹
���!-)¸-�������'7(�¹�µ��0/�º½³�� Å����9D7(�µ9D7��Ä��9�!��'7(�2!��������µ7��

x
Ã
c
�º
����8��!1�	��9�!1�µ�%¸-¸1
��Ä¾I�	��9��	�¨��9�!

�����/�(�²���n�Å7(�m�.�������	�
ζ
��7(��)

ζ
�º
����������4¸-���/�'7(�	�+�É��!-!,5�7(���Â7(½� "!-��!$#.¸-!1���

x
x ê �uN%O<=�?A@�S�Q�^LI)KMF�NqOH��O<=�F�\]Q�D<K�I�R�C�@

ϕ
\2Q DBzP=)?A^�=%z>FlC�W)W�RAY�O<=)F�S�F��)N)?JO<?AQ'NgC�D<FlC RJz.CLY�@B^LRAQ'@"FHSc`

ß4�



� ¤¼»
¤©¨«ª ªÃË�Ê�ä´¦mã#¬Éåmã®ÄËÉänà�Ã�Ë[©F¨�Ë@¨�å�¨�åxª	âÄÇ�ÄL© ¾ ä À Ã%ã[ª[©\¯�á>¦ À ¨�Ë¢Ã(å

ß.Ã ´ �¹� $ ÇÅ�����%�(���"��¸1 "����!-)d�Í����9�!���!1�
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ϕ = ∀x.p(x) → ∃x.p(x)
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Hϕ

¸-��
� ")+½³!4�

¬(∀x.p(x) → ∃x.p(x)), ¬ϕ

∃x.p(x) ↔ p(c),
bÉÊ®#Lc

∀x.p(x) → {x c}p(x), M ¶ �@

M¼h
�.½¾6�·
{x c}p(x) ↔ p(c) S

ú9�!8�����%�(�²�"�4¸1 "����!-)��³7�����9�!Ä�J�����µ
� Â7��U�(�²��9�!8 "!$�É�4¸-�� 	
����s�É����� 72�������³�����	���"���D7( 	 	0�
����'7(���"�ÚÇ
Ï�7(½� "!8��!1�mÃ

∗

Ë�����7ÿ���	56!1�Q��!Bd/
�!1�¹�n¸m7( "¸1
� 	
�� $ � 9D7m5/�	���s��9�!2��
� "!-� A
′ ��¾A!d¾I�	 	 A¸-����������
�¸1��7+��!1�

A
�(�

��¸�9�!1�d7(���"¸d�J�����µ
� Â7��º���+½�!�
���!-)¨¾I�	��9Q��9�!d¸m7( "¸1
� 	
��À� $ Ãÿú9��"�º¾I�	 	 �½�!2)�����!2½/0¨)�!$Ï����	���
7ô��l´iq�/{o��}.wBuqs��.��k·iï�É����!m7�¸�9Ø�'!Bd¹
�!1�/�2¸m7( "¸1
� 	
�����
� "!

r
�®¾I�	��9Û��9�!¥�	�¹��!1�/���"���Ø��� �d7(�6!ÿ��9�!

¸-������ "!1��!8��!1���(�®�2!m7(���	���2�J�����µ
� Â7���!Bd¹
��	5�7( "!1�¹��������9�!8�����	���	�D7( G��!1���(�®��
� "!-�>�
Ì¢p�´c´½µ�lV�¹�/{[g[{[uq�¸·Xm » {[u4��i�g[{ nBi4g[{[u4��uvw � l��"�
l"�LgÁQ�iqk·jB��k ��n}¾6��k�l�n�¹c����!1�

A
′ ½³!n��9�!���
� "!-�8�(�?��9�!���!$Çd¹
�!1�/�4¸m7( "¸1
� 	
��m�

A
7���!1�4�(�²��¸'9�!1�d7(���"¸,�É�����º
� Â7��mÃ

A
�"���Õ7(�")ÿ����½³!el��"��{o�`iqk�lz�Lg����

A
′ �.�Í�

ß4�
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ù Ã4Ë�����7( 	 ��	�����'7(��¸-!-�
ϕ ∈ P ∈ A

�
` �I�

A′ ϕ

Ý.Ã4Ë����¡!m7�¸'9|��!Bd/
�!1�¹�¡��
� "!s7(���� 	�"¸m7(���"������)�!1���	5/�	���
ξ′
�É�����

ξ
b��	����9�!���!Bd/
�!1�¹�¥¸m7( "¸1
� 	
��

��!1����!-��!1�¹�'7(���"����������� 7(½��m56!Fcz��ú9�!1��!Ä�"�47(�ôb���������!-¸-!-�'�'7(���	 	0¥¸1 "���'!-)Lc©� $
A

ÇÅ�����/�(�

¬ξ, ψ1, . . . , ψk

��
�¸�9+��9D7(�
¬ξ′

¸m7(�+½�!Ä)�!1���	56!-)+�������������	���"���D7( 	 	0²bJ7�¸-¸-����).�	���d����*,!$��Ã ! Ã þ4cz�

{¬ξ, ψ1, . . . , ψk} �0 ¬ξ′. ∗

ú9��"�Ä)�!$Ï����	���"���ï¸m7(�¨7( "���¡½³!n��!-!1�ï7�����9�!n)�!$Ï����	���"���¨�(�A¸-������!-¸1�,��
� "!�7(���� 	�"¸m7(���"���ï�2!-¸�9D7�Ç
���"���2�>â��D7(�2!1 	0¥¾I9�!1�������m5%�").�	���¥7��2!1��9��%)�����¸-����������
�¸1����9�!8��!1�

A
������� 72��!1���(�<��
� "!-�

A
′bJ7��<�	���"�<)�����!A�	��¶%!-¸1�mÃ�ß.Ãýß.ÃýÝ4�É�����'7�¸1 "!1����½/08��9�!?)�!1���	5�7(���"�����(���2!m7(���	���U�É�����º
� Â7���c$����9�!A�������³�(Ç

���	���"�����n�(��*U!$��Ã ! Ã ù�ù ¸m7(�r½�!���������
� Â7(��!-)c7(��)Q)�!1��!1�����	��!d¾I9�!1��9�!1��7��2!-¸'9D7(���"����7(���� 	0/�	���
��9�!Ä��
� "!-�

A
′ �"��¸-������!-¸1�mÃ

Ì�pu´ ³¸º[» i4�,rtkmlq�Uú����	 	 	
������'7(��!Ä�	��!1� Ý��(�®*,!$��Ã ! Ã ù�ù ��¾A!8¸-�������")�!1����9�!Ä��
� "!µ7(���� 	�"¸m7(���"���
` p(c)

` ∀x.p(x)

bJ7( 	 .-I���	��9¹��c
�ÅÃ !�Ã(¾A!9D7m56!

ξ = ∀x.p(x)
7(��)

ξ′ = p(c)
Ã<ú9�!I7�#%�"���2�w7(��!?���t¾

A = {M ¶ �@

M¼h
�.½¿6.· ,S}
��¾I9�!1��!

��9�!Ä�2!m7(���	���d�É�����º
� Â7��(�DbJ7( 	 .-I���	��9/��cI "�%���.� 	�	�6!
M ¶ �@

M¼����Â�Ã�6.· = ∃#y.({#x #y}#p→ ∀#x.#p)

7(��)2��9�!Ä� $ ÇÅ�����%�(��¾?��
� ")2½�!�!-���'7(½� 	�"��9�!-)d½¹0�
����	���
M ¶ �@

M¼����Â�Ã�6�· �LbÉÊ®#Lc²7(��)2½/0�7(���� 	0%�	���8��9�!��
�½������	��
����"�����É�����º
� Â7

S
�

¬∀x.p(x),

∃y.({x y}p(x) → ∀x.p(x)), M ¶ �@

M¼����Â�Ã�6�·
∃y.({x y}p(x) → ∀x.p(x)) ↔ ({x c}p(x) → ∀x.p(x)),

bÉÊ®#Lc
{x c}p(x) ↔ p(c) S

Ë�������9�!µ��!1�
F
�(�<��9�!Ä�É�����º
� Â7����	����9�!Ä "!$�É��¸-�� 	
�����¾?!8��½¹5%�"��
��� 	0ÿ9D7-56!

F �0 ¬p(c). ∗

���µ��9�!s��
� "!-�
A

′ �(�n7c��!Bd¹
�!1�/�¥¸m7( "¸1
� 	
�� $ � 7(��!���!1����!-�'!1�¹��!-)~½/0�7(�~!Bd¹
��	5�7( "!1�¹����!1�ÿ�(�
��¸'9�!1�d7(���"¸�É�����º
� Â7��

A
����9�!1�2��9�!I¸m7( "¸1
� 	
��i� $

A

�"�w7( "���Ä!Bd/
��	5�7( "!1�/�²���,��9�!I��!Bd/
�!1�¹�w¸m7( "¸1
� 	
��
$ � A′

�
Ì�pu´�¼½iHl"�5��ie�µaU�	56!1����9D7(�

• A
′ 7(��)

A
7(��!8!Bd/
��	5�7( "!1�/�

•
$ � A′

�����m5%�")�!-����9�!Ä¸1
��ÚÇÅ��
� "!
•

$ � A′
�"�I�������������	���"���D7( 	 	0�¸-������ "!1��!�b �J�� 	 "�m¾I�	���d*,!$��Ã ! Ãýü�c

! Þ
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•
$ � A′

�����m5%�")�!-��7n��
� "!8!Bd/
��	5�7( "!1�/�4����bÉÊ®#Lc
Γ,∃x.ζ ↔ {x/c}ζ ` ∆

Γ ` ∆

bÉÊ®#UØ1c
c ∈ C ¶ cd7�· ��!1¾

��9�!1�Å� $
A

7(��) $ � A′
7(��!µ7(½� "!8���������m56!8��9�!µ�'7(�2!U�É�����º
� Â7��>�

` �I�
A′ ϕ⇐⇒ ` �g�

A
ϕ ∗

»!$�É����!º¾A!º�����m56!���!1�+Ã ! Ã ù ß.�³¾A!º¾I�	 	 <�É�����º
� Â7(��!�7(������9�!1�m��56!1��0+���	���� "!�����!µ��9D7(�U¾I�	 	 �½�!

���!$�É
� �!156!1�¹��
D7( 	 	0��

Ì¢p�´�Ì iHlz�.��ie�4��!1�
E
½�!º7��������������	���"���D7( 	 	0+
����Õ7(���"�ÚÏ�7(½� "!µ��!1�U�(�®�É�����º
� Â7��4¾I�	��9

ϕ ∈ E
�³7(��)

F
7

��!-¸-����)���!1�4�(�<�J�����µ
� Â7��m����
�¸�9+��9D7(�
F �0 ϕ.ú9�!1�+��9�!Ä��!1�

E\{ϕ} ∪ F
�"�I�������������	���"���D7( 	 	0ÿ
����'7(���"�ÚÏ�7(½� "!�Ã

∗

7Òsxu>uvwî·�Ì�p�´Z¼�¹Z�Å®
=⇒

¯ × !I��9��m¾Û��9D7(�A!156!1��0 $ � ÇÅ�����/�(���(��7��J�����µ
� Â7 ϕ ¸m7(��½�!?���'7(���� Â7(��!-)��	�¹���7(�±� $ ÇÅ�����%�(�®½¹0ÿ�	��).
�¸1���"�����m56!1����9�!, "!1������9
n
�(�<��9�! $ � ÇÅ�����%�(�

ϕ, ξ1, . . . , ξn−1, ξn = true

• n = 0
�
ϕ = true

�.��9�!1��!$�É����!µ��9�!Ä��!1�
{¬true}

�"�I
����'7(���"�ÚÏ�7(½� "!
• n > 0

� × !µ7�����
��2!,����9D7-56!µ72¸1 "����!-)Æ� $ ÇÅ�����%�(�
¬ξ1, ψ1, . . . , ψk

�(�
ξ1
Ã²Ë������ *,!$��Ã ! Ã ù�ù ���	��É�� 	 "�t¾�����9D7(����9�!1��!8�"�47(�±� $ ÇÅ�����%�(�

¬ϕ,ψ′
1, . . . , ψ

′
l

�'7(���"����0%�	���
{¬ϕ,ψ′

1, . . . , ψ
′
l} �0 ¬ξ1.

× �	��9���
��� "�������(�®�6!1��!1�'7( 	�	��06��7(���� 	�"¸m7(���"�����U�(�DbÉÊ®#Lc?¾I�	��9��	� ψ1, . . . , ψk
�	�¹�����%).
�¸-!µ���� 	0

��0%�µ½��� "����9D7(�<)��I�����G�%¸-¸1
����	�
{¬ϕ,ψ′

1, . . . , ψ
′
l}
b���!1�D7(���	���4�"�G7( 	¾7-0.�G���������	½� "!Fc$Ã�ú9�!1�

¬ϕ,ψ′
1, . . . , ψ

′
l, ψ1, . . . , ψk

�"�47�¸1 "���'!-)±� $ ÇÅ�����%�(�,b�½¹0ÿ��!1�+Ã ! Ã ù"! c$Ã
®
⇐=

¯ × !Ä¸-����������
�¸1�U7 $ � ÇÅ�����%�(�²�(� ϕ �É����� ��9�!K� $ ÇÅ�����%�(�
¬ϕ,ψ1, . . . , ψk

½¹0|���'7(�����	���Û¾I�	��9~��9�!Z��!Bd¹
�!1�/�
` ϕ

7(��)O7�)�).�	���Û��9�! �J�����µ
� Â7��
ψ1, . . . , ψk

���c��9�!¨7(�.Ç
��!-¸-!-)�!1�¹�>�

•
���
ψi
9D7��,½�!-!1�Z�	�¹�����%).
�¸-!-)Z½¹0���9�!�b ´ #LcI��
� "!���¾?!�
���!n��9�!n¸1
��ÚÇÅ��
� "!27(��)ï7(��!�7(½� "!����

¸1 "����!Ä����!µ�(�<��9�!µ7(���"���	���d��!Bd/
�!1�¹���I½/0ÿ*,!$��Ã ! Ã ù�ù � ù

!�ù



� ¤ à�ámâ�åmã[¦>¨�©tã[ªÉámâráP� Æ ¦1á/áP�u�gÊ)Ëmª]Ç�Ã%ã[ªÉámâ�å

•
���

ψi = ∃x.A↔ {x/c}A

9D7���½�!-!1�Z�	�¹�����%).
�¸-!-)Z½¹0s��9�!�bÉÊ®#/c4��
� "!���¾?!º
��'!º��9�!n��
� "!ÛbÉÊ®#UØ1c��(� $ � bJ7(��)Z��!1�� Â7�¸-!
��9�!Ä�����	���	�D7( �¸-�������'7(�/�

c
¾I�	��9��	�

ψi+1, . . . , ψk
½/0¡��9�!8��!1¾q����!Fc

ú9�!Ä��!-��
� 	���	���¡��!Bd¹
�!1�/�
ψ1, . . . , ψk ` ϕ

¸m7(��½³!Ä¸1 "����!-)+½¹0¥�������³�����	���"���D7( ���
� "!-�mÃ
�

ú9�!s��
� "!«bÉÊ®#�Ø1c2��9D7(�¥¾?7��¥
���!-)��	����9�!s "!1���d7¨�"�¥������7¨��
� "! ��!Bd/
�!1�¹�ÿ¸m7( "¸1
� 	�,
���
D7( 	 	0
�����m5%�")�!���½�
��I¸m7(�ÿ½³!,���	�º
� Â7(��!-)ÿ
��ÿ���º�������������	���"���D7( ����'7(���Ú�J�����d7(���"�����I¾I�	��9����'7(��)�7(��)ÿ��
� "!-�
b���9�!8��0%�µ½��� "�

Γ
�
∆
7(��!8�����	����!-)���7(��)ÿ¾?!Ä
���!

ζ ′ := {x/c}ζ
cz�

ζ ′, ∃x.ζ `

∗ÃÃÃÃ
ζ ′ ` ∃x.ζ

ζ ′ `

bÉ¸1
���c
∃x.ζ `

b
δ
c

∗ÃÃÃÃ
ζ ′ ` ∃x.ζ ` ∃x.ζ, ζ ′

` ∃x.ζ

bÉ¸1
���c
∃x.ζ → ∃x.ζ `

b
β
c ∗ÃÃÃÃ

` ∃x.ζ → ∃x.ζ

`

bÉ¸1
���c

¥ ��ä�� ÜÉ¬t��Ñ$����±����q�·�²¬��U�~��UÝJÝZ«ÈÇ8±�Ò ��¯
���O¶%!-¸1�mÃAß.Ãýß.ÃýÝ¨¾A!s9D7-56! )�!$Ï���!-)�7¨�d7(�

M
��9D7(�¡��!-).
�¸-!-�¡�'7�¸1 "!1���¡���Q7�#.�"���2�m�?¾I9��"¸�9~7(��!

��¸'9�!1�d7(���"¸2�J�����µ
� Â7��µ�	�¨��!1���2�µ�(�4¶%!-¸1�mÃ ! Ã ù Ãd���ï��9�!�����!15%�"��
��µ��!-¸1���"��������9��"�Ä��!-).
�¸1���"���Q¾?7��
¸-���¹���	�/
�!-)+½/02�	�¹�����%).
�¸1�	���¡7(�+7(�������������Â7(��!Ä¸m7( "¸1
� 	
��I��9D7(�I!1���� "�m0.���9�!-��!Ä7�#%�"���2�t�.7(��)¥��9D7(�
�"��!Bd/
��	5�7( "!1�/�4���27��'!Bd¹
�!1�/�4¸m7( "¸1
� 	
��4)�!$Ï���!-)���9�����
���9���9�!8¸-������!-��������).�	���d�'7�¸1 "!1���mÃ
× !47��'��
��2!I��9D7(�w¾?!�7(��!I���	56!1�ÿ7,��!1� A′ �(����!Bd/
�!1�¹�?¸m7( "¸1
� 	
��w��
� "!-�m�%7(��)d7U�É
�����9�!1�w��
� "!?b���c��9D7(�d�"�d��
����³���'!-) bJ7(��)Û���ï½�!���9��m¾I��c����ï½�!+7Z "!1���d7Z¾I9��"¸�9|¸m7(� ½�!�)�!1���	56!-)Û�É�����

A
′ Ã´ �eb���c,�"�µ7+¸m7( "¸1
� 	
��µ��
� "!��G��9��"�8�2!m7(���º��9D7(�µ!156!1��0 �É�����º
� Â7

ξ
��9D7(�µ¸m7(�¨½�!������m56!-)r½¹0Z��9�!

��
� "!-�
A

′ ∪ {
b���c

}
¸m7(�+!156!1�+½�!,�����m56!-)�½¹0

A
′ �

` �I�
A′∪{ ÉÊ®Ë } ξ =⇒ ` �I�

A′ ξ.

´ ¾7-0����¥��9��t¾ ��9��"���	���� 	�"¸m7(���"���ï�"�U���d���'7(���� Â7(��!º½�����9
A

′ 7(��)ðb���c����ÿ��¸�9�!1�d7(���"¸º�J�����µ
� Â7��
A
�
M ¶ ��· ��7(��)���9�!1�������t56! M ¶ �X· �	����9�!Ä¸m7( "¸1
� 	
��Ä� $

A

b�½¹0�*,!$�ÚÃ ! ÃýÝ.����9��"�I�2!m7(������9D7(�4!m7�¸�9
�	�����'7(��¸-!��(�

M ¶ �X· 9D7��w���Ä½�!I�����t56!-)Lc$Ã�¶/
�½���!Bd¹
�!1�/�� 	06�%�	�w�"�²���������	½� "!I���µ7(���� 	0���!1�+Ã ! Ã ù"! �/7(��)!1 	�	���	�D7(��!8��9�!º7�#%�"���
M ¶ �X· �������Ì� $ ÇÅ�����%�(�É�

` �g�
A∪{M É	Ê®Ë } ξ =⇒ ` �3�

A
ξ

½�!-¸m7(
���!¥�	�����'7(��¸-!-���(�
M ¶ ��· �	�Q��9�!¥�����%�(�4�(� ξ ¸m7(�c½³!¡��!1�� Â7�¸-!-)c¾I�	��9c��9�!1�	��� $

A

ÇÅ�����%�(�É�mÃ
ú9�!Ä¾I9��� "!Ä�����%¸-!-).
���!8�"���	 	 	
������'7(��!-)��	�+��9�!, "!$�É�I�D7(���4�(�<Ï���
���!µÝ.Ã
���2��9�!I��!1�d7(�	���	���º�D7(�����(��¶%!-¸1�mÃ ! ¾A!4).�"��¸1
����²9��t¾ ���Ä�����t56!�7�#.�"���2�w��!1����!-��!1�/���	���º��!Bd/
�!1�¹�

¸m7( "¸1
� 	�³��
� "!-�m�6�ÅÃ !�Ã¹9��m¾ ���µ�����m5%�")�!���9�!4����!1���"��!
` �3�

A
M ¶ �X· �J���A��!1�+Ã ! Ã ù"! b���9�!����	��9/���D7(����(�®��9�!8).�Â7(���'7(��c$Ã

! Ý
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ϕ ¬> = ι(P) = ∀x.∀y.p 7�8 (x, y) → ∀y.∀x.p 7�8 (x, y), ι = {#x/x,#y/y,#p/p 7�8 (x, y)}
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∀y.p 7�8 (d, y) ` p 798 (d, c)
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∀x.∀y.p 7�8 (x, y) ` p 7�8 (d, c)
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∀x.∀y.p 7�8 (x, y) ` ∀x.p 7�8 (x, c)
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` ∀x.∀y.p 7�8 (x, y) → ∀y.∀x.p 7�8 (x, y)
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∃#y.(¬{#x #y}#p ∨ ∀#x.#p)

∃z.(¬{y z}∀x.p 7�8 (x, y) ∨ ∀y.∀x.p 7�8 (x, y)) b ´ #/c��<& Ë
∃z.(¬{y z}∀x.p 7�8 (x, y) ∨ ∀y.∀x.p 7�8 (x, y))

↔ (¬{y c}∀x.p 7�8 (x, y) ∨ ∀y.∀x.p 7�8 (x, y))
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{y c}∀x.p 7�8 (x, y) ↔ ∀x.p 798 (x, c) b ´ #/c��
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∃#y.(¬{#x #y}#p ∨ ∀#x.#p)

∃z.(¬{x z}p 7�8 (x, c) ∨ ∀x.p 7�8 (x, c)) b ´ #/c��<& Ë
∃z.(¬{x z}p 7�8 (x, c) ∨ ∀x.p 7�8 (x, c))

↔ ∃z.(¬p 7�8 (z, c) ∨ ∀x.p 798 (x, c))
b ´ #Lc��

Sm

∃z.(¬p 798 (z, c) ∨ ∀x.p 7�8 (x, c))
↔ (¬p 798 (d, c) ∨ ∀x.p 7�8 (x, c))
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ϕ = κ(P) = ∀x.∀y.∃z.q(x, z) → ∀y.∀x.∃z.q(x, z),

κ = {#x/x,#y/y,#p/∃z.q(x, z)}

�	�c¾I9��"¸�9Û��9�!¡5�7(���Â7(½� "!
z
b�¾I9��"¸�9Ø7( 	��!m7�).0Q�%¸-¸1
����n�	�

H
cÄ9D7��º½�!-!1�Q�	����!1����!-)c���s�����m56���6!+7

¸-�� 	 	�"���"���JbJ7�¸-¸-����).�	���¡������9�!n7�����
��������"���s�	� ¶%!-¸1�mÃ ! Ã ! ÃýÝ.�D�	�
ϕ
Á�7(���Â7(½� "!t¶/Áû7(��!8�	�����'7(�/���Â7(��!-)

¾I�	��9+��9�!8�Õ7(�2!, "�����"¸m7( G5�7(���Â7(½� "!-�47��I�	�
ϕ ¬> c$Ã

���������
H
���
ϕ  �! ���"�����

H ′
���
ϕ

¬(∀x.∀y.p #�$ (x, y) → ∀y.∀x.p #�$ (x, y)) ¬(∀x.∀y.∃z.q(x, z) → ∀y.∀x.∃z.q(x, z))

∃z.(¬{y z}∀x.p #�$ (x, y) ∨ ∀y.∀x.p #�$ (x, y)) ∃z.(¬{y z}∀x.∃u.q(x, u) ∨ ∀y.∀x.∃u.q(x, u))
∃z.(¬{y z}∀x.p #�$ (x, y) ∨ ∀y.∀x.p #�$ (x, y))
↔ (¬{y c}∀x.p #�$ (x, y) ∨ ∀y.∀x.p #�$ (x, y))

∃z.(¬{y z}∀x.∃z.q(x, z) ∨ ∀y.∀x.∃z.q(x, z))
↔ (¬{y c}∀x.∃z.q(x, z) ∨ ∀y.∀x.∃z.q(x, z))

{y c}∀x.p #�$ (x, y) ↔ ∀x.p #�$ (x, c) {y c}∀x.∃z.q(x, z) ↔ ∀x.∃z.q(x, z)

∃z.(¬{x z}p #�$ (x, c) ∨ ∀x.p #�$ (x, c)) ∃z.(¬{x z}∃v.q(x, v) ∨ ∀x.∃v.q(x, v))
∃z.(¬{x z}p #�$ (x, c) ∨ ∀x.p #�$ (x, c))
↔ ∃z.(¬p #�$ (z, c) ∨ ∀x.p #�$ (x, c))

∃z.(¬{x z}∃w.q(x,w) ∨ ∀x.∃w.q(x,w))
↔ ∃z.(¬∃w.q(z, w) ∨ ∀x.∃w.q(x,w))

∃z.(¬p #�$ (z, c) ∨ ∀x.p #�$ (x, c))
↔ (¬p #�$ (d, c) ∨ ∀x.p #�$ (x, c))

∃z.(¬∃u.q(z, u) ∨ ∀x.∃u.q(x, u))
↔ (¬∃u.q(d, u) ∨ ∀x.∃u.q(x, u))

¬∀x.∀y.p #�$ (x, y) ∨ {x d}∀y.p #�$ (x, y) ¬∀x.∀y.∃z.q(x, z) ∨ {x d}∀y.∃z.q(x, z)
{x d}∀y.p #�$ (x, y) ↔ ∀y.p #�$ (d, y) {x d}∀y.∃z.q(x, z) ↔ ∀y.∃z.q(d, z)

¬∀y.p #�$ (d, y) ∨ {y c}p #�$ (d, y) ¬∀y.∃z.q(d, z) ∨ {y c}∃z.q(d, z)
{y c}p #�$ (d, y) ↔ p #�$ (d, c) {y c}∃z.q(d, z) ↔ ∃z.q(d, z)
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σ þ �5�6 (p 798 ) = (∃z.q(x, z), 〈x, y〉)
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���'7(��!1�2!1�/�,���6�� "!1� ��0%�µ½��� "�m��7���¾A!1 	 ²7�����
� "!-�4��9D7(�,¸-���¹56!1���,!$#%����!-�'���"���s���6�� "!1�_��0%�µ½��� "�4���
���'7(��!1�2!1�/�ÿ��0/�º½³�� "�mÃOú9�!-��!���
� "!-�¡¸-����!+¾I�	��9~7(½���
����¡¸-������ "!1���"���O½/0 7(���� 	0/�	���Û7Z���'7(���ÚÇ
�J�����d7(���"��� ���Z��9�!+���'7(��!1�2!1�/�

α = s 7�8 (. . .) ÃÛú9��"�2���'7(���Ú�J�����d7(���"��� ���� 	�	��� α �	�Ø��¾A�r�D7(�����
α1 = s′7�8 (. . .) 7(��) α2

����
�¸�9ï��9D7(�,��9�!�¸-����¸m7(��!1�D7(���"���
α1;α2

�"�Ä!Bd/
��	5�7( "!1�/�Ä���d��9�!������	���	�D7( 
���'7(��!1�2!1�/�

α
ÃwË�
�����9�!1���2����!�����9�!�Ï������I���������'7(�`�É�'7(���2!1�¹�

α1
�"�¸-����������
�¸1��!-)��	��7º¾?7m0¡��9D7(�

����!156!1�¹���,7(½���
�������!1�����	�D7(���"������7(��)ÿ��9¹
��4��9�!8!Bd¹
��	5�7( "!1��¸-!

〈
Ã	Ã
s 7�8 (. . .);β Ã	Ã	Ã 〉ϕ↔ 〈s′798 (. . .)〉〈 Ã	Ã α2;β

Ã	Ã	Ã
〉ϕ.

bÅþ4c
9��� ")��mÃ�Ë����µ��9�!���
� "!-�Ä¾A!2)�!$Ï���!2��9�!���!1�d7(�	���	���+�D7(���

α2
�"�Ä�'7(��9�!1�µ���	���� "!��G7(��)¨�	�8)��/!-�Ä�	�

�D7(�����"¸1
� Â7(�µ���ÿ "�����6!1�º¸-���¹�'7(�	�c7(�/0ï���6�� "!1� ��0%�µ½��� "�m���ÅÃ !�Ã��	�Ä�"�µ7¥��
���!e�¹7-5�7��7(��)ï���������'7(�+Ã
ÆU!1��¸-!Ä�	�I�"�I���������	½� "!,����9D7(��). "!

α2
½¹0¥��9�!µ7(���� 	�"¸m7(���"��� �(���¹7m5�7��7(��)�*,�c��
� "!-�mÃ

���®��!-!-)��®����½�!������!-����!-)º��9D7(�²��9�!)�!-¸-�����³�����	���"������
� "!-�®¾A!�	�¹�����%).
�¸-!�7(��!I!$#�¸1 	
����	56!1 	0µ
���!-)
���2�����t56!µ��9�!º�����%�(�²��½� 	�	�¹7(���"���

ϕ ¬> �(�A7d��¸�9�!1�d7(���"¸µ�J�����µ
� Â7 P
ÃIú9�!µ�����/�(���(�

ϕ ¬> ��������9�!����9�!1�89D7(��)��G�"�8���� 	0s
��'!-)¨7��µ7¥��!1���� Â7(��!��J���Ä��9�!������/�(�J�8�(�
P
ÇÅ�	�����'7(��¸-!-��bJ7��8)�!-��¸1���	½�!-)ï�	�

��9�!Ä½�!1���	�����	���d�(��¶%!-¸1�mÃ ! Ã�3�cz�

`A )"* ϕ ¬> =⇒ `A P.
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���).��!-�����(�.��9�!A)�!-¸-�����³�����	���"���º��
� "!-�m��7���¾A!A7(��!������G�	�/��!1��!-����!-)
�	�r7(���� 	�"¸m7(���"�����µ�(���9�!���
� "!-�Ä��9�!1�2��!1 	56!-�tÃ × !�¾I�	 	 w���� 	0Z7��'��
��2!'b��	�Q¶%!-¸1�mÃ ! Ã�3.Ãýü�cU��9D7(�,�J���!m7�¸�9 �	�����'7(��¸-!

ϕ ∈ P
�	�U�"�4���������	½� "!µ���d��!1�� Â7�¸-!n��
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A
Ã
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� Â7(��!Ä�����2!4��!Bd/
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�����	��
D7(���"�����%½�
��¸m7(�¥!m7����	 	0�½�!��6!1��!1�'7( 	�"��!-)Lc$Ã�U7(�2!1 	06��7��?�	��!Bd/
��	5�7( "!1��¸-!�bÅþ4c���¾?�2).�·°�!1��!1�¹�����6�� "!1�×��0%�µ½��� "�

s 7�8 7(��) s′7�8 7(��!���!1 Â7(��!-)��.¾?!7( "���d���� 	�	�4��9�!µ�'!1� � g@i4gÁl"��l"�Lg 7�8 �	�s��¾?�d�D7(�����m��7(��)�)�!$Ï���!�7��d7(�����	�����(�w��0%�µ½��� "� s 7�8 ���/���
s′7�8 ÃI»!-���")�!µ��9D7(�m�D���¡½�!µ7(½� "!µ���¡¸-����������
�¸1�U��9�!8���������'7(� ���'7(���2!1�/�

α2
�(��!Bd/
��	5�7( "!1��¸-!�bÅþ4c$�

¾A!Ä��!Bd/
��	��!µ7( 	 ����'7(��!1�2!1�/�����6�� "!1� ��0/�º½³�� "������9D7-56!º7�).�"�����	����
��"��9�!-)s7(����
��2!1�/���(�®��0%�³!³ì[îtë
b��	�+!$#�7(���� "! ! Ã ù þ%����9��"��7(����
��2!1�/�4��
������I
��s7�����9�!Ä���������'7(�×5�7(���Â7(½� "!

d
cz�

•
� g@i4gÁl"��l"�Lg 7�8 �"��).�"�~\Ú���	�/��
����"�����(�®��¾A�¡��!1���
� g@i�gÁlz�elz�Lg 7�8 =

� g@i�gÁlz�elz�Lg r7�8 ∪ � g@i�gÁlz�elz�Lg c7�8 , � g@i4gÁlz�elz�Lg r7�8 ∩ � g@i4gÁlz�elz�Lg c798 = ∅

7(��)�¾?!Ä9D7-56!º7�½�� \Ú!-¸1���"���²µ�lxj4�(� � g@i4gÁlz�elz�Lg r7�8 ��� � g@i4gÁlz�elz�Lg c7�8 �
µ�l´j

:
� g@i4gÁl"��l"�Lg r7�8 → � g@i�gÁlz�elz�Lg c7�8 .

× !8��
����³����!,��9D7(�I��9��"�4�d7(���'7(���"�ÚÏD!-�I�É����!m7�¸'9����6�� "!1�x��0%�µ½��� 
s 798 ∈ � g@i4gÁlz�elz��g r7�8 �

7988m±s[}
(
µ�lxj

(s 7�8 )) =
7988m±s[}

(s 798 ) k¢� � {&>Fl
(
µ5lxj

(s 798 )) = 0.

µ5lxj4�"�I¸-���¹���	�¹
�!-) ��� � g@i�gÁlz�elz�Lg c7�8 ½/0ôµ5lxj
| R # 1 #(8"S�8GT�# c)�* = id

Ã
•
Ë����4!m7�¸'9

s 7�8 ∈ � g@i4gÁl"��l"�Lg 7�8 ����9�!, Â7����4���������'7(�×5�7(���Â7(½� "!º7(����
��2!1�¹�49D7��4��0%�³!³ì[îtë��
7988m±s[}

(s 7�8 ) = (. . . ,
ì[îtë

).

Ë����®7���0%�µ½��� 
s 7�8 ∈ � g@i4gÁl"��l"�Lg r7�8 ����9�!A)�!-¸-�����������	���"����7�#%�"���2� D�

s )�* 7(��) D�

s )�* 7(��!?)�!$Ï���!-)7(�D7( "���6��
��� 	0¥�É����).�Â7(�2����) 7(��)ÿ½³�m#��2�/)�7( 	�	���"!-�mÃ wL� × !µ��9��m¾W��9�!µ)�!$Ï����	���"���s�(� D�
s )�* �

D�
s )�* = #ct

(

〈.. s 7�8 (#v1, . . . ,#vl;#st1; . . . ;#stk); ...#pct〉#p
)

↔

#ct
(

〈
µ�l´j

(s 7�8 )(#v1, . . . ,#vl);〉〈.. ic ...#pct〉#p
)

¾I9�!1��!
ic

b�¾I9��"¸�9 ¸-������!-���³����)��Z���
α2

�	�f!Bd¹
��	5�7( "!1��¸-!àbÅþ4cxc��"�s��9�!Q�J�� 	 "�m¾I�	���O�Í��Ç�¸m7���¸m7�)�!��
�	��¾I9��"¸'9q7(�ÿ�2����������! �(�º��9�!e\Ú
����O���'7(��!1�2!1�¹������!1����!-�'!1�¹��!-)O½¹0���9�!Z��¸�9�!1�d7c5�7(���Â7(½� "!-�
#st1, . . . ,#stk

�"�º��!1 "!-¸1��!-)Q7(��)¨!$#�!-¸1
���!-)��®)�!1�³!1��).�	��� ���¨��9�!25�7( 	
�!2�(�I��9�!2 Â7����8���������'7(�
5�7(���Â7(½� "!º7(����
��2!1�¹�

#vl
�

® ì � b
#vl

¯�¯ ù c
#st1

â
é�ý'3/é ì � b

#vl
¯�¯ Ý c

#st2
â
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é�ý'3/é ì � b
#vl

¯�¯ ß c
Ã/Ã¹Ã

é�ý'3/é ì � b
#vl

¯í¯
k
c

#stk
â ±

ú9�!8��¸'9�!1�d7�5�7(���Â7(½� "!-�47(��!8)�!$Ï���!-)�7����	�+��9�!U�É�� 	 "�t¾I�	���d�'7(½� "!eb
V := {#v1, . . . ,#vl}

cz� wH«

¶/0%�+Ã ú�0/��! \�7-5�7�úw0%��! 
�Ã1#��� 	0 ����!$Ï�# �¹5.È�Ã \-Ã È²��!$Ï�# 
�����d¹
�! ¶%3��
#ct

�?���¹��!$#.�Õ¶/Á
false false

#pct
ÈG�?���/��!$#%�Õ¶/Á

#p
Ë������º
� Â76¶/Á

{#ct} V

#vi
ÈwÁ�7(���Â7(½� "!t¶/Á 7+8;m±s~}

(s 7�8 )i false

#sti
¶/�'7(��!1�2!1�/�Õ¶/Á

V {#pct}

Ì�p ³ / º[» i4�,rtkml/· º[» iq�±r�k�l%Ì�p�´:"5j´u4�Lg[{¢�L�
lx��¹Z� × !,7(���� 	02��9�!4��
� "! D�
s )�* ���º��9�!�Ï������?���������'7(�`½� "�/¸'�

�(�®��9�!,�É�����º
� Â7
ϕ ¬> �	�+!$#�7(���� "! ! Ã ù þ��

ϕ ¬> = 〈s 7�8 (v 7�8 , t,d;
ë� � í�S×�

); v 798 = v 7�8 ;〉p 7�8 (v 7�8 ) ↔ 〈s 7�8 (v 798 , t,d;
ë� � ílSx�

);〉p 798 (v 7�8 )
�������'7(�¹���Â7(���	���

D�
s )�* �����d7(��¸'9���9�!8���	��
D7(���"�����	����9��"�I�J�����µ
� Â7���!-��
� 	�����	�

ι(D�
s )�* ) = 〈s 798 (v 7�8 , t,d;

ë� � í�S×�
); v 7�8 = v 798 ;〉p 7�8 (v 798 ) ↔

〈s′7�8 (v 7�8 , t,d);〉〈
ì � bº)h¯}¯ ù cGë� � í�S �

; v 7�8 = v 7�8 ;〉p 7�8 (v 798 )
¾I�	��9

s′7�8 :=
µ�l´j

(s 7�8 ) Ãcú9��"���	�����'7(��¸-!�¸m7(�Ø½�!¥
���!-)À���Z�2�/).�Í�É0r��9�!¥�J�����µ
� Â7 ϕ ¬> b�¾I9��"¸�9¾A��
� ")�½³!Ä)�����!8�	�+��9�!±®�)�!-������
�¸1���	56!z¯µ¸m7( "¸1
� 	
�� $ � c$�. "!m7�).�	���d���

〈s′7�8 (v 7�8 , t,d);〉〈
ì � bº)h¯}¯ ù cGë� � í�S �

; v 7�8 = v 7�8 ;〉p 7�8 (v 798 ) ↔
〈s 7�8 (v 7�8 , t,d;

ë� � í�S×�
);〉p 7�8 (v 798 )
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�2����!hb���9�!d���������'7(� 5�7(���Â7(½� "!
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�/�	��)�¾?7��U�d7�)�!º½³!-¸m7(
���!n�(�w��9�!µ)�!-���	��� �(�w���������'7(�_��
� "!-���	� �Ä![Z���¾I9��"¸'9Z9D7(��). "!º¸-������ "!$#
!$#%����!-�'���"�����w½/02!15�7( 	
D7(���	������
�½�!$#%����!-�����"�����w�	�d��9�!�¸-������!-¸1�?����)�!1�m�.7(��)¡7��'���	�����	���µ��9�!4��!-��
� 	���
����b���!1¾±cd���������'7(� 5�7(���Â7(½� "!-�tÃl����!1�'7(��!-)|7(���� 	�"¸m7(���"���~�(�º��
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�"�,!$#%��!-¸1��!-)«b��	�.�É�����d7( 	 	0/c4���d½�!19D7-56!n 	�	�6!

s
��!$#�¸-!1������9D7(�Ä!m7�¸'9 ���	�2!

s
¸-������ "!1��!-�87(½���
����� 	0

½¹0�!$#�!-¸1
����	���î* � é �-, � s′ ��9���
� ")�!$#�!-¸1
���!0* � é �-,  ÅÃ²ú9��"���³������
� Â7(���"�����"�I�	��9�!1���	��!-)��������'7(��!$Ç�2!1�¹���,½/0�¾I9��"¸'9
s 7�8 ¸m7(� ½�!º��!1�� Â7�¸-!-)�Ã × �	��9��	� ��9�!º�É�� 	 "�t¾I�	���¥�D7(�'7(���'7(��9��t��¾A!±\Ö
������Í��0���9�!!$#.�"����!1��¸-!d�(�I���'7(��!1�2!1�¹���n�'7(���"�Ú�É0%�	������9��"�µ)�!1�d7(��)���¾I9��"¸�9c7(��!2��9¹
��º�³�������	½� "!���
�½������	��
����"�����

�J���
s 7�8 ��7(��) ��
��� 	�	��!�7(�Z!z°�!-¸1���	56!n�2!1��9��%)Z�(�w��!1�� Â7�¸-!1�2!1�¹�mÃµËD������9D7(�m��¾?!º�	�/�����/).
�¸-!n��9���!-!�d7(�����	���6�`L?uqs����aL³u4s��_b � þ 7(��)cL³uqsz� þ �%¾I9��"¸�9O®��������d7( 	�"��!z¯87(��½��	���'7(��0O�/7-5�7����'7(��!1�2!1�¹���I����2!-!1�4��
�����!Bd/
��	��!1�2!1�¹���tÃ
��!1�

α
½�!s7ô�¹7-5�7��7(��)O���'7(��!1�2!1�¹�ÿ��!-����!-¸1���	���À��¸-���³!-�t�47(��)

T = {s1, . . . , sl}
½�!s7Q��!1�

�(�4���'7(��!1�2!1�/����bJ7( 	 A�����º¸-���/�'7(�	���	���Z���6�� "!1� ��0%�µ½��� "�µ�����²é�ë�¿íU÷
− ���)� �²é6��c$�<��
�¸'9r��9D7(� α�"�ÿ¸-������ 	�Â7(�¹�����

T
��!1�¹7(��).�	���À��!1�����	�D7(���"���~½³!19D7m5/�"��
��²b �J�� 	 "�m¾I�	���Ø*,!$�ÚÃß.Ã ù"! c$Ãfú9�!s����!-!

���������'7(�S5�7(���Â7(½� "!-�?�(�
α
7(��)d��9�����!4�(����9�!�!1 "!1�2!1�¹����(�

T
��9D7( 	 D½�!���
�½���
��2!-)d½¹0

v1, . . . , vk
Ã

Ë�
�����9�!1�, "!1�4�
1, . . . ,

�
l+1

½�!
l + 1

).�"�����	��¸1�� Â7(½�!1 "�m�
d
½�!º7����������'7(� 5�7(���Â7(½� "!º�(�w��0/��!�ì[îtë6�

7(��)
t
7n���������'7(� 5�7(���Â7(½� "!8�(�®��0%��!dP �fe-�hg ý � î > g $  � í�S � *�ýoéD��7( 	 G�������/¸-¸1
������	���2�	�

α
���

T
Ã
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× !87�����
��2!8��9D7(�I��¾A���¹7-5�7����'7(��!1�2!1�/���
L³uqsz�

(α) =
L?uqs��

(α,d, t,
�

1, . . . ,
�
l+1),

L³uqsz�_b � þ (α) =
L³uqsz�_b � þ (α,d, t)

!$#%�"���m����
�¸�9+��9D7(�
ù Ã`L?uqs��

(α)
7(��)iL³uqsz�_b � þ (α)

��!-����!-¸1����¸-���³!-�t��7(��)+)�����u4g¸-���¹�'7(�	�

•
�²é�ë�HíU÷

− ����� �pé6�
•
�É��!-!µ��0%�µ½��� "�4½�!-���")�!º��9�!µ��0%�µ½��� "�U��9D7(�U7( "���¥�%¸-¸1
����	�

α
�³!$#.¸-!1�����É����� ��9�!º�����(Ç

���'7(�×5�7(���Â7(½� "!-�
d
�
t
�

FS(
L³u4s��

(α)) ⊂ FS(α) ∪ {d, t}, FS(
L?uqsz�jb � þ (α)) ⊂ FS(α) ∪ {d, t}

b
FS

7����	�¹�����%).
�¸-!-)+�	� ¶%!-¸1�mÃ ´ ÃýÝº�J���47(��½��	���'7(��0��/7-5�7��7(��)�*U� 7�8 ���'7(��!1�2!1�¹����c$Ã
Ë�
�����9�!1���2����!,��9�!U��!1���

FS(
L³uqsz�

(α))
7(��)

FS(
L³uqsz�kb � þ (α))

�(���É��!-!���0%�µ½��� "�?)��e��u�g
¸-���/�'7(�	�

•
 Â7(½�!1 "�

•
���6�� "!1�x��0/�º½³�� "�mÃ

´ ��)¥Ï��D7( 	 	0ÿ��9�!8���'7(��!1�2!1�¹�_L³uqsz� b � þ (α)
�"���!1�����	�D7(���"���Z¸-������ 	�Â7(�¹�����

∅
Ã � n

Ý.Ã�Ë����®!m7�¸�9º�J�����µ
� Â7
ϕ
��9D7(�<)��%!-�������®¸-���¹�'7(�	�����6�� "!1� ��0%�µ½��� "�����<��9�!w���������'7(�f5�7(���Â7(½� "!-�

d
7(��)

t
��7(��) !m7�¸'9 �É�����º
� Â7

ϕ′ ��9D7(�,�"�,��½��'7(�	��!-) ������� ϕ
½/0���!1�� Â7�¸1�	����7d�¹
��º½³!1�8�(�

�%¸-¸1
�����!1��¸-!-�4�(�
α
½/0

π(
L?uqs��

(α)) =:
L³u4s�� þ (α)

�

` �g�
A
ϕ↔ ϕ′

¾I9�!1��!
π
�"����9�!w�D7(�'7(�2!1��!1����
�½������	��
����"���Ob���9�!-��!w��
�½������	��
����"������7(��!w)�!$Ï���!-)Ä�	�n¶%!-¸1�mÃ ´ ÃýÝ�c

π = {
�

1/s1, . . . ,
�
l/sl,

�
l+1/

ë� � í�S �
}.

ú9��"��2!m7(�����9D7(�I��9�!,���'7(��!1�2!1�/���
α
7(��)cL³u4s��

(α)
7(��!U����!m7(��!-)+7��I!Bd/
��	5�7( "!1�/�I½¹0¡��9�!

¸m7( "¸1
� 	
��T� $
A

�.�Í�®��9�!8�����	���	�D7( 
\Ú
��������'7(��!1�2!1�/����7(��!Ä�	���'!1����!-)��	�¹���lL?uqsz�
(α)

Ã
ß.Ã�ú9�!Ä���'7(��!1�2!1�/�4)�!-¸-�����������	���"���s7�#.�"���2�I�(�²¶%!-¸1�mÃ ! Ã�3.Ãýßn½�!-¸-���2!Ä)�!1���	5�7(½� "!����Í����9�!Ä¸-���.Ç
�'7(�	��!-)����6�� "!1�×��0/�º½³�� "��7(��!U��!1�� Â7�¸-!-)�¾I�	��9iL?uqs��

(α)
7(��)cL?uqsz�mb � þ (α)

Ãwú9��"�I�2!m7(���
b�56!1��0¥�	�.�É�����d7( 	 	0/c��9D7(�I��9�!µ!Bd¹
��	5�7( "!1��¸-!

〈..
L³u4s��

(α) ...〉ϕ↔ 〈
L?uqs��nb � þ (α)〉〈.. ic ...〉ϕ

b��	��¾I9��"¸'9
ic
�"���9�!,�Í� Ç�¸m7���¸m7�)�!87���	�s¶%!-¸1�mÃ ! Ã�3.Ãýß�cA�"�5�7( 	�")�Ãwú���)�!-¸-�����³���'!87n���������'7(�

½� "�%¸����w�	���"����9�!1�Û���������	½� "!¥��� ��!1�� Â7�¸-!���9�!ÿ���'7(��!1�2!1�¹�oL?uqsz�
(α)

¾I�	��9pL³uqsz� b � þ (α)
�

7(��)ï��9�!¡7�����
��������"���¨��
D7(�'7(�/��!-!-�µ��9D7(�8���+������½� "!1�2�8��!1�¹7(��).�	��� 7(½���
����µ��!1�����	�D7(���"���
7(���"��!�Ã

� xYV�Y%÷�F�\�`8�q`¿<�q���O<=�?A@.KMFHC N�@>O<=�C�O�r�s9tGuwv
xzy
(α)

^LC NUQ N)RJY%^LQ'KMW�RTF�O<F[C X�D<I)W�O<RJY_O<=�D<Q I)� =gC NUF�À�^LFLW�O<?AQ N|`
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•
�G!1�

e ∈ {0, . . . , k}
7(��)

s 7�8 ∈ � g@i�gÁlz�elz�Lg r7�8 ½³!?7����'7(��!1�2!1�/�®���6�� "!1�l��0%�µ½��� ¹¾I�	��9k¢� � {&>Fl
(s 7�8 ) = l + 1

7(��)
7988m±s[}

(s 7�8 ) = (T1, . . . , Te,
$  � í�S � *�ý¢é

,
ì[îtë

)

¾I9�!1��!
T1, . . . , Te

7(��!,��9�!Ä��0%��!-���(�<��9�!8���������'7(�×5�7(���Â7(½� "!-�
v1, . . . , ve

•
¶/
���������!

σ
�"�º��9�!ÿ�ÚÇ���
�½������	��
����"���À��9D7(�n��!1�� Â7�¸-!-����9�!¡���6�� "!1� ��0/�º½³�� "�

s 798 7(��)µ�lxj
(s 7�8 ) b���9�!ÿ��0%�µ½��� "�n�%¸-¸1
������	���Z�	�À7s)�!-¸-�����������	���"��� 7�#%�"��� �(�,¶%!-¸1�mÃ ! Ã�3.Ãýß�c

¾I�	��9{L³uqsz�
(α)

7(��)iL?uqsz�mb � þ (α)
��!-���³!-¸1���	56!1 	0��

σ þ �5�6 (s 7�8 ) = (
L³u4s��

(α), 〈v1, . . . , ve, t,d,
�

1, . . . ,
�
l+1〉)

σ þ �5�6 ( µ�l´j (s 7�8 )) = (
L³u4s��_b � þ (α), 〈v1, . . . , ve, t,d〉)

b
σ
�
σ þ �5�6 7��I�	�+*,!$��Ã ´ ÃýÝ ù c

•
¶/
���������!

ϕ ∈ Ds )"* �"�¥7(�Ø�	�����'7(��¸-!s�(�,��9�!s7�#%�"��� Ds )�* b �J���d).�Â7(�2����)|���2½³�m#�2�/)�7( 	�	���"!-��c$��¾I9��"¸�9l)��/!-�¥�����+¸-���¹�'7(�	� 7(�¹0����6�� "!1� ��0/�º½³�� "��!$#�¸-!1���
s 7�8 7(��)µ�lxj

(s 7�8 ) �%7(��)2��
�¸'92��9D7(�A7(�d�ÚÇ���
�½������	��
����"��� ω = �'� σ !$#%�"�����²��9D7(��¸m7(�2½�!47(���� 	�"!-)���
ϕ
¾I�	��9���
���¸-�� 	 	�"���"����� ��w

•
Ë<�	�D7( 	 	06����
��U7�����
��������"���+��!1�¹7(��).�	���oL?uqsz�

(α)
�|L?uqs��kb � þ (α)

�"�

` �g�
A
ω(ϕ).

Ì�p ³ Ì º[» i4�,rtkmlq� × !+�	 	 	
������'7(��!���9�!+��9���!-!+�	��!1�2�d�(�Ä��9�!�7�����
��������"�����?���¨)�!1�2���������'7(��!+��9D7(�2��9�!7�����
��������"�����"��\Ö
������ÍÏD!-)U�
ù Ã4��� ��9�!c��!$#%� �D7(�'7(���'7(��9��m������!Q�³�������	½� "!c)�!1���	5�7(���"���Ù�(�d��9�!À���'7(��!1�2!1�¹���}L³uqsz�

(α)
�

L³uqsz�_b � þ (α)
�"�,�³!1�Ú�J�����2!-)s�É���,��9�!º�J�� 	 "�m¾I�	���+���'7(��!1�2!1�/�

α
���	�Z¾I9��"¸�9

v
�"�Ä��
���������!-)

����½³!87����������'7(�x5�7(���Â7(½� "!8�(�®��0%��!?ì[îtë��
® ì � b~5 ¯�¯ Þ c

� éLëe� � îvßDâ
é�ý'3/é

ê/í¿î�ë�ìvî��Gé  ������'â
�m)� m! � ® * � é �¢, �t) t!eâ²±
ë) � í?S î�évS b³ø�ê)é
ö�ë4ì@íî b
c¿â ±

α
�"�+¸-������ 	�Â7(�/����� bJ7��s!$#.¸-!1�����"����� 7(��!ï������¸-�������")�!1��!-)W�É���+¸-������ 	�Â7(��¸-!¨�É�� 	 "�t¾I�	���

*U!$��Ã�ß.Ã ù"! �D7(��)���9�!,�'7(���6!1���(�<��9�!0* � é �-, Ç����'7(��!1�2!1�/�4 	�"!-�I�	�����")�! α cz�

T = {
ê�í�îtëFì[î.�¿éd "�%���

, � é�ë�� � îr� },
¾I9�!1��!

r
�"�A7Ä���������'7(�{5�7(���Â7(½� "!4�(����0%��!,ì[îtë6Ã<ú9/
��?7( 	�����6!1��9�!1�A��9�!1��!�7(��!4��¾A�º���������'7(�

5�7(���Â7(½� "!-�m�¹�ÅÃ !�Ã
k = 2

7(��)
v1 = r

�
v2 = v

Ã<ú9�!���!1�
T
�"�²��!1�¹7(��)�!-)¡7�������)�!1��!-)��¹�D7(�2!1 	0

¾A!�)�!1������!���9�!�!1 "!1�2!1�¹���µ½¹0
s1, s2

7��87(½��m56!�Ã × !�¸'9��/����!���9�! l + 1 = 3
 Â7(½�!1 "�,��9D7(�

7(��!���!Bd/
��	��!-)+7(½��m56!,���	���� 	0d����½�!��
1,
�

2,
�

3
�.7(��)�¸m7( 	 ���9�!,��¾A�27�)�).�	���"���D7( ����������'7(�

5�7(���Â7(½� "!-�
d
7(��)

t
ÃKL³uqsz�_b � þ (α)

�"�4��½��'7(�	��!-)+½¹0
� ��R @

Cod(σ)
S�Q�F�@BN�Q OP^LQ N�O�C ?ANURTC XZF�RT@BQ DBRAQ'� ?A^HC R|�'C�D<?�C�X)RAFL@L��C�@"Iv_£^L?AFLN�OP^LQ'N)S�?JO<?AQ'NU\2Q DPO<=�C�O.z>Q'I�RTSUXZF�O<=�C�O

ϕ
K�I�@VOPN)Q OP^�Q'N�O�C ?ANgXZQ I)N�S�W�D<Q � D�C Ké� C�D<?TC�X)RAFL@.zP=)?A^�=}C�D<FlC�RT@"QMF�RTF�KMFLN�O<@.Q \

Cod(σ)
`

þ�Þ
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•
!1��¸1 "�����	���

α
½/0ÿ7.ë �vk ÇÅ½� "�/¸'�ÿ Â7(½³!1 	 "!-)�¾I�	��9À!$#.�	�%��¸m7(��¸'9��	���¡!156!1��0%��9��	���

•
��!1�� Â7�¸1�	���¥��!1����!-��!1�¹�'7(���	56!-�Ä�(�����'7(��!1�2!1�/���,�(�w��9�!µ��!1�

T
¾I�	��9��	�

α
bJ7�¸-¸-����).�	���ÿ���

*,!$��ÃAß.Ã ù"! c2½¹0 ���'7(��!1�2!1�/���ÿ��9D7(�¡�����	���6!1�+7h®�¸1 "!m7(�)¯ðb��ÅÃ !�Ã�������7(½���
�����c¡¸-������ "!$Ç
���"���Ø�(�

α
�A7(��)Ø7��'���	���À��9�!ÿ5�7(���Â7(½� "!-�

d
�
t
7(�������������Â7(��!1 	06ÃÛË�������9�!����'7(��!1�2!1�¹�

ê�ítîtëFì[î.�Héd "�/�����/¾I9��"¸�9ÿ�"�A��9�!�Ï������?���'7(��!1�2!1�¹�
s1
�(�

T
�6��9��"�?��!1�� Â7�¸-!1�2!1�¹�I¾?��
� ")

½�!
® ) ¯ ù â * � é �¢, !�#A�1�<â¶±

ú9�!Ä��!-��
� 	���	���d���'7(��!1�2!1�¹�_L³uqsz�_b � þ (α)
�"�

® ) ¯�Þ�â
!�#A�1� � ë ��k ®

® ì � bq5 ¯/¯ Þ c
® ) ¯ Ý�âr� ¯ ß�â�* � é ��, !D#?�1�µâ¶±

é�ý 3Lé
® ) ¯ ù â * � é ��, !D#?�1�µâ¶±

�m) t! � ® * � é ��, �m)I m!�â¶±
ë� � í?S îtévS b�ø�ê)é
ö�ë4ì@íî b/c¿â ±

±%ê � ë�êm b $  � í�S � *�ýoéb!:c ®
) ¯ ßGâ¨� ¯�!±â

± ±
�U����!?��9D7(�²��9�!A�'7(���6!1�w�(����9�!�\Ö
��������'7(��!1�2!1�/����®�* � é �-, !$#.�	�v¯A��9D7(�®9D7-56!½�!-!1���	����!1����!-) 	�"!-�I�	�����")�!8�(�wL?uqsz�mb � þ (α)

��7(��)���9/
��~L³u4s��mb � þ (α)
�"�I��!1�����	�D7(���"���Z¸-������ 	�Â7(�¹�4���

∅
Ã

ú��U¸-����������
�¸1�²��9�!?���'7(��!1�2!1�¹�dL³u4s��
(α)
����9�!?�Í��Ç�¸m7���¸m7�)�!?¾I9��"¸�9��"�®)�!$Ï���!-)n�	�d¶%!-¸1�mÃ ! Ã�3.Ãýß

�J�����9�!8���'7(��!1�2!1�¹��)�!-¸-�����³�����	���"������
� "!
Ds )�* �"��7�)�)�!-)�����L?uqs��_b � þ (α)

ÃAú9�!Ä��¸�9�!1�d7
5�7(���Â7(½� "!-�ÿ�(�,��9�!s�Í��Ç�¸m7���¸m7�)�! 7(��!s�	�����'7(�/���Â7(��!-)�¾I�	��9|��9�!+5�7(���Â7(½� "!

d
7(��)���9�!+ Â7(½�!1 "�

�
1,
�

2,
�

3
b���9�!s�	�����'7(�/���Â7(���"���|�(�Ä��9�!��'¸�9�!1�d7r5�7(���Â7(½� "!-�¡��!z¶D!-¸1���d��9�!s)�!$Ï����	���"���|�(�

�D7(�'7(�2!1��!1�U��
�½������	��
����"�������	�+*,!$��Ã ´ Ã ù ��cz�
® L³uqsz�~b � þ (α)ì � b~) ¯�¯ ù c

m1
� 3 , ìxöºâé�ý'3/é ì � b~) ¯�¯ Ý c

m2
� 3 , ìxöºâé�ý'3/é ì � b~) ¯�¯ ß c

m3
� 3 , ìxö²â ±

Ý.Ã�������9�!º�D7(�'7(�2!1��!1�µ��
�½������	��
����"���
π
�"�Ä)�!$Ï���!-)ï7��U�	�Z��9�!�7�����
��������"���¨7(½³�t56!�����9�!1�Z��9�!

���'7(��!1�2!1�/�
π(
L³u4s��

(α))
¾I�	 	 �½³!

® L³uqsz�~b � þ (α)ì � b~) ¯�¯ ù c
ê/í¿î�ë�ìvî��Gé  ������ºâ

é�ý'3/é ì � b~) ¯�¯ Ý c
� éLëe� � î �Åâ

é�ý'3/é ì � b~) ¯�¯ ß c

þ ù



� ¤ à�ámâ�åmã[¦>¨�©tã[ªÉámâráP� Æ ¦1á/áP�u�gÊ)Ëmª]Ç�Ã%ã[ªÉámâ�å

ë� � í?S �µâ ±
¾I9��"¸�9c�"�ObÉ��!1�d7(�/���"¸m7( 	 	0
cº!Bd/
��	5�7( "!1�/�º������9�!d�����	���	�D7( I���'7(��!1�2!1�/�

α
�<!$#�¸-!1���n��9D7(�µ��9�!

���������'7(�×5�7(���Â7(½� "!-�
d
�
t
7(��!Ä�2�%).�ÍÏD!-)�Ã

ß.Ã4úG�d)�!1�2���������'7(��!µ��9�!º Â7�����7�����
��������"�����D¾?!º¸'9��/����!
e = 1

b��ÅÃ !�Ã���9�!µ�'!-¸-����)+5�7(���Â7(½� "!
v¾I�	 	 �½³!,��!1�2�t56!-)Lc47(��)�¸-�������")�!1����9�!,�	�����'7(��¸-!

ϕ =
(

〈s 7�8 (h, t, i; * � é �-,  "�/��� ; � é�ë�� � îr9 ; ë� � í�S×�
);〉true

)

↔
(

〈s′7�8 (h, t, i);〉〈ic〉true
)

�(�
D�
s )�* Ã��?�����D7(��!-)¡���Ä��9�!����'7(��!1�2!1�¹� π(

L?uqsz�
(α))

�(����9�!I Â7����w�	��!1�+�/�	�2��9��"�w�É�����º
� Â7
���������'7(�×5�7(���Â7(½� "!-�49D7-56!Ä½�!-!1����!1�D7(�2!-)s7(��)5\Ú
��������'7(��!1�2!1�/����9D7m56!8½�!-!1���2�/).�ÍÏD!-)U�

v 7→ h, d 7→ i,
ê�í�îtëFì[î.�¿é2 "�%���

7→
* � é �-,  "�/��� , � é�ë�� � î¨� 7→ � é�ë�� � îr9 .

ic
����¸-!�7(�¹7(�	�d�"�w��9�!�7( 	��!m7�).0�¾A!1 	 ÍÇÅ�%���m¾I�ÿ�Í��Ç�¸m7���¸m7�)�!��6¾I9��"¸'9¡�"��7( "�'�Ä�	�����'7(�¹���Â7(��!-)¡¾I�	��9

��9�!,��!1¾W���������'7(�x5�7(���Â7(½� "!-�47(��).\Ú
��������'7(��!1�2!1�/���>�
® ì � bx�¦¯�¯ ù c

* � é �¢,  ������'â
é�ý'3/é ì � bx�¦¯�¯ Ý c

� é/ëe� � î 95â
é�ý'3/é ì � bx�¦¯�¯ ß c

ë� � í?S �µâ ±
�Å����9�!���Ç���
�½������	��
����"���

ω
�"�Ä)�!$Ï���!-)r7��8)�!-��¸1���	½�!-)¨7(��)¨7(���� 	�"!-)ï���

ϕ
����9�!����'7(��!1�2!1�/���

¸-���¹�'7(�	���	���
s 7�8 7(��) s′7�8 7(��!,��!1�� Â7�¸-!-)+¾I�	��9

{r/h, t/t,d/i,
�

1/
ê�ítîtëFìoî.�¿é¡ "�/���

,
�

2/
* � é �-,  "�%��� , � 3/ � é�ë�� � îr� } L³uqsz� (α),

{r/h, t/t,d/i}
L?uqsz�Ab � þ (α).

���,¸m7(�Z½³!���½���!1��56!-) ��9D7(�Ä��9�!n��!1�� Â7�¸-!1�2!1�¹�µ�(�A��9�!n���6�� "!1� ��0/�º½³�� "�
s 7�8 � s′7�8 !$#�7�¸1�� 	0�d7(��¸�9�!-�n��9�!d¸'9�����!1�Q�Í��Ç�¸m7���¸m7�)�!

ic
b���!1�¹7(��).�	���Z���������'7(� 5�7(���Â7(½� "!-�n7(��)�\Ö
����c���'7(��!$Ç

�2!1�¹����c$�G¾I9��"¸�9¨�"�Ä��½��'7(�	��!-)ï½/0s��9�!��	�����'7(�¹���Â7(���"���Q�(���¸�9�!1�d7�5�7(���Â7(½� "!-�mÃ�ú9�!���!m7�)�!1�
¸m7(��7( "���d7���¸-!1���'7(�	�+��9D7(�4��9�!��¹7-5�7��7(��)�*,�r�J�����µ
� Â7

ω(ϕ)
�"��5�7( 	�")�Ã

∗

U .
E%ò~�����-÷Ôó³ð��
´ �<�É���²���'7(��!1�2!1�/�w���6�� "!1� ��0%�µ½��� "�m��¾A!I��9��t¾Û��9D7(�²��9�!1��!�7(��!��
��	�'7(½� "!D�¹7-5�7��7(��)2!$#.����!-�����"�����
7(��) ���'7(��!1�2!1�¹���,��9D7(�,¸m7(�s½�!º
���!-)+���¥��
�½������	��
���!n!$#%����!-�'���"��� ���6�� "!1� ��0%�µ½��� "�mÃ�ú9�!1��!$�É����!��
¾A!A¸-���¹���	�/
�!A��9�!w�d7(����L?uqs��Ø7(��)�L³uqsz�_b � þ ��9D7(��7(��!A)�!$Ï���!-)Ä�J���G���'7(��!1�2!1�¹�<���6�� "!1�l��0/�º½³�� "����2!$#.����!-�����"���������6�� "!1�x��0%�µ½��� "�mÃ
��!1�

γ
½³!875�¹7m5�7��7(��)s!$#%����!-�����"���+�(����0%��!

Tγ
�.¾I9��"¸'9�)��/!-�������¸-���/�'7(�	�s���6�� "!1�×��0/�º½³�� "�m�

7(��)+¾I9����'!Ä�É��!-!Ä���������'7(� 5�7(���Â7(½� "!-��7(��!º��
�½���
��2!-)�½¹0���9�!Ä5�7(���Â7(½� "!-�
v1, . . . , vk

ÃÒ& ����!-�m56!1�
 "!1�

r
½�!87n���������'7(�x5�7(���Â7(½� "!Ä�������%¸-¸1
������	���d�	�

γ
��¾I9��"¸�9+�"�47( "�'���(�<��0/��!

Tγ
Ã

× !µ7��'��
��2!,��9D7(����9�!1��!Ä�"�47.�/7-5�7��7(��)����'7(��!1�2!1�/� α �D��
�¸�9+��9D7(�ù Ã
α
�"����!1�����	�D7(���"���¨¸-������ 	�Â7(�¹�,���d��9�!º!1������0���!1�m��7(��)s)��%!-�4�����,¸-���¹�'7(�	� �É��!-!µ��0%�µ½��� "�

½³!-���")�!,��9����'!,��9D7(�4�/¸-¸1
��4�	�
γ
��!$#�¸-!1���I�É���

r
�

FS(α) ⊂ FS(γ) ∪ {r}
Ë�
�����9�!1���2����!

FS(α)
)��%!-�I������¸-���¹�'7(�	�Z7(�¹0ÿ Â7(½³!1 "�4���4���6�� "!1�×��0%�µ½��� "�mÃ

þ�Ý
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Ý.Ã ´ ¸-¸-����).�	�������n��9�!4����!15%�"��
��?�D7(���I�(����9��"�?�'!-¸1���"�����/��9�!��J�� 	 "�m¾I�	������¾?�����'7(��!1�2!1�¹���I!$#.�"���
�J���

α
�

L³u4s��
(γ) :=

L?uqs��
(α),

L³uqsz� e��Á¬ (γ) :=
L³uqsz�_b � þ (α).

× !ï7�����
��2! ��9D7(�ÿ��9�!Z!$#%����!-�'���"����®��������d7( 	�"�'7(���"���)¯ï7�#.�"��� De )"* �J���ÿ7(�~!$#.����!-�����"������6�� "!1�_��0%�µ½��� 
e 7�8 ½³!-¸-���2!-�,)�!1���	5�7(½� "!����Í��¾A!n��
�½������	��
���!n��9�!n!$#%����!-�����"��� γ 7(��) ��9�!���'7(��!1�2!1�/�oL³u4s��
(γ)

�J������9�!����6�� "!1� ��0%�µ½��� "���	�Û��9��"�27�#%�"���+ÃÀú9�!¥�J�� 	 "�m¾I�	���c¸-���.Ç
������
�¸1���"�����"�I56!1��0¥���	���	 Â7(��������9�!Ä����!µ7( 	��!m7�).0ÿ���	56!1���J�������'7(��!1�2!1�¹�U���6�� "!1�x��0%�µ½��� "�>�

•
��!1�

e ∈ {0, . . . , k}
7(��)

e 7�8 ∈ º[» r�s´l�n9nz{[u4� 7�8 ½�!27(�¨!$#%����!-�'���"���r���6�� "!1� ��0%�µ½��� 
¾I�	��9

7988m±s[}
(e 7�8 ) = (T1, . . . , Te)¾I9�!1��!

T1, . . . , Te
7(��!,��9�!8��0%�³!-���(�®��9�!Ä���������'7(�×5�7(���Â7(½� "!-�

v1, . . . , ve

•
¶/
���������!

σ
�"�n��9�!¡��Ç���
�½������	��
����"���À��9D7(����!1�� Â7�¸-!-�º��9�!ÿ���6�� "!1� ��0%�µ½��� "�

e 7�8 7(��)� g[��g
(e 7�8 ) b���9�!���0%�µ½��� "�w�/¸-¸1
������	���µ�	�¡7(�2!$#%����!-�'���"���¡7�#.�"��� �(��¶%!-¸1�mÃ ! Ã�3.Ãýß�c®¾I�	��9

γ
7(��){L³uqsz�

(γ)
��!-����!-¸1���	56!1 	0t�

σ þ �5�6 (e 798 ) = (γ, 〈v1, . . . , ve〉)

σ þ �5�6 ( � g[��g (e 7�8 )) = (
L³uqsz�

(γ), 〈v1, . . . , ve, r, t,d,
�
〉)

b
σ
�
σ þ �5�6 7��I�	��*,!$��Ã ´ ÃýÝ ù ��7(��) t

�
d
�/�

=
�

1
7��I�	����9�!Ä����!15%�"��
��4�'!-¸1���"����c

•
¶/
���������!

ϕ ∈ De )�* �"�¡7(� �	�����'7(��¸-!��(�Ä��9�!�7�#.�"��� De )�* b �É���¡).�Â7(�2����)����2½��-#�2�%)�7( 	�	���"!-��c$��¾I9��"¸�9º)��%!-��������¸-���/�'7(�	�º���6�� "!1�q��0/�º½³�� "��!$#�¸-!1���
e 798 7(��) � g[��g

(e 7�8 ) �7(��)���
�¸'9n��9D7(�w7(���ÚÇ���
�½������	��
����"���
ω = �'� σ !$#.�"�����<��9D7(�²¸m7(�º½�!I7(���� 	�"!-)º��� ϕ ¾I�	��9.Ç��
��4¸-�� 	 	�"���"����� �H�

•
Ë<�	�D7( 	 	06����
���7�����
��������"���+�"�

` �3�
A
ω(ϕ).

Ì¢p ³ ø º[» iq�±r�k�lq� ´ �¹7(�	�¨¾A!d�	 	 	
������'7(��!2��9�!d��¾A���	��!1�2�º�(�I��9�!d7��'��
��������"���r½/0Z¸-�������")�!1���	���Z7(�r!$#%Ç
7(���� "!4�
ù Ã × !8��9��m¾q����!,���������	½� "!Ä¸-����������
�¸1���"��� �(�<��9�!µ���'7(��!1�2!1�¹� α �J���I��9�!8!$#%����!-�'���"��� γ

7�� Ý
∗
b��,Ã�½Dc

¾I9��"¸'9À¸-���/�'7(�	���n��9�!d��¾A� ���������'7(� 5�7(���Â7(½� "!-�
a
�
o
b� "�����"¸m7( 	 	0r��9�!¥7(�������	½�
���!

b
�"�º�����

����!m7(��!-)O7��¡7¨���������'7(�M5�7(���Â7(½� "!��I½�
��¥7��¥7ï
��D7(��0Û�d7(�����	���Û�(�Ä��9�!�¸1 Â7����¥�(�
o
�I��!-!

^ »!-¸mÞ ù _oc$ÃØú9�!�¸-������!-���³����).�	���c���'7(��!1�2!1�¹�
α
�"�d���	���� 	0Û��½��'7(�	��!-)Ø½¹0Ø7������	�����	���¨��9�!

5�7( 	
�!Ä�(�
γ
������9�!Ä���������'7(�×5�7(���Â7(½� "!

r
�

� ¯ 7�� Ý
∗
b��UÃ'½Åc

Ý.Ã�ú9�!)�!1���	5�7(���"���2�(����9�!���'7(��!1�2!1�¹����L³uqsz�
(γ)
�ZL³uqsz�mb � þ (γ) 7��<�	��!$#�7(���� "! ! ÃýÝ ! ��!-��
� 	����	�

�"� R �'C ?AN|��C�@"Iv_£^L?AFLN�O�^�Q'N�S�?JO<?TQ NUz>Q I)RTSUXZF�O<=)C�O
ϕ

K�I�@VOPN)Q OB^LQ N�O�C ?ANgXZQ'I�N�S�W�D<Q'��D�C Ké� C�D<?TC X�RAFL@BzP=�?A^�=}C�D<FC�RT@"QMF�RTF�KMFLN�O<@.Q \
Cod(σ)

`

þ�ß
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® )°¯ Þ¹â
!�#A�1� � ë �lk ®
�
¯ 7�� Ý

∗
b��,Ã�½³cUâ

± ê � ë�êm b $  � í�S � *�ýoé !:c ®
) ¯ ù âr� ¯i!6â

± ±
7��`L³uqsz�_b � þ (γ) �D7(��)�7(�D7( "���6��
��� 	0cL?uqs�� (γ)

�"�I��9�!8���'7(��!1�2!1�/�
® L³uqsz�_b � þ (γ)ì � bO) ¯�¯ ù c

� �43 , ìxöpâ ±
´ �²7(��!$#�7(���� "!?¾?!?¸-�������")�!1�²��9�!��J�� 	 "�m¾I�	���Ä�	�����'7(��¸-!

ϕ ∈ D�

e )�* �(�³7(�27�#%�"��� 7��²)�!$Ï���!-)�	�s¶%!-¸1�mÃ ! Ã�3.Ãýß)�
ϕ =

(

[ x = e 7�8 (a, o); ]false
)

↔
(

[ sb ]false
)

¾I9�!1��!
sb
�"�I��9�!Ä���'7(��!1�2!1�/�4½� "�%¸��

®
ìzîDë �Dâ
$  � í�S � *�ýoé �Dâ
ìzîDë )�â
� g[��g

(e 7�8 ) bq7n�À�º���8�Ø�º�Q)�â;ë) � í?S � c¿â
# ¯ �Dâ

±
¶/
�½������	��
����	���ÿ��9�!µ�����	���	�D7( ²!$#%����!-�'���"���

γ
7(��)s��9�!º���'7(��!1�2!1�/�nL³uqsz�

(γ)
�	�
ϕ
 "!m7�)��U���

��9�!U�É�����º
� Â7
ϕ =

(

[
#�¯f7l�fÝ

∗
bJ��Ã ½�czâ

]false
)

↔
(

[ sb ]false
)

¾I9�!1��!
sb
�"�I��9�!Ä���'7(��!1�2!1�/�

®
ìzîDë �Dâ
$  � í�S � *�ýoé �Dâ
ìzîDë )�â
® ) ¯iÞ¹â

!�#A�1� �àë ��k ®
� ¯ 7�� Ý

∗
b��ÄÃ�½?c�â

± ê � ë�ê� b $  � íhS � *�ýoéb!Nc ®
) ¯ ù â¨� ¯i!,â

±
ì � b~) ¯�¯ ù c

ë� � í�S �±â ±
# ¯ �Dâ

±
∗

þ !
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 �í 2�í·2�íe��÷1(Åñ$÷"ð�0J*AòÅó�ó)(Á�
¼4!1�2!1�º½³!1�Ä��9D7(�,��9�!������%�(�?��½� 	�	�¹7(���"���

ϕ ¬> �(�A��9�!���¸'9�!1�d7(���"¸��É�����º
� Â7 P
�"�Ä)�!$Ï���!-)Z���¥½�!

��9�!U�É�� 	 "�t¾I�	���¡¸-���q\Ú
���¸1���"����
ϕ ¬F =

∧

ι∈J

ι(P).

´ �ÿ�	�f¶%!-¸1�mÃ ! Ã ! ÃýÝ.�,¾A!r7(��!r7��'��
����	���Û���Û½�!Z�����m5%�")�!-)q7Û¸1 "����!-)O�����%�(�
H
�(�n��9��"�+�����/�(�

��½� 	�	�¹7(���"���
¬ϕ ¬> , ψ1, . . . , ψk
����	���c��9�! ¸m7( "¸1
� 	
��Æ� $

A )�* �47��¥¾?!1 	 µ7��ÿ7(�O�	�����'7(��¸-! ϕ ∈ P
b�¾I9��"¸�9~�"�ÿ��
���������!-) ���Q½�!

�É�����º
� Â7(��!-)c
����	���s��9�!ÿ�����	���	�D7(  "�����"¸��®�ÅÃ !�Ã�������¸-���/�'7(�	���	���r7(�¹0r�(����9�!ÿ���6�� "!1� ��0%�µ½��� "�º�(�
¶%!-¸1�mÃ ! Ã�3.ÃýÝ�c���«+��9D7(�¡�"�����¨½�!������t56!-)Ø
����	���Q��9�!+¸m7( "¸1
� 	
�� � $

A

Ã ´ �d½³!$�J����!��?¾A!�7�¸'9��"!156!
��9��"�Ä½¹0Z��!1�� Â7�¸1�	��� ���6�� "!1�b��0%�µ½��� "�Ä�	�

H
¾I�	��9r��9�!��	�����'7(�¹���Â7(���"�����º��9D7(�µ)�!$Ï���!

ϕ = µ(P)
�

�É�� 	 "�t¾A!-)�½¹0ÿ�����2!,�É
�����9�!1�����'7(���Ú�J�����d7(���"�����m��7(��)���9��t¾I�	���d��9D7(����9��"���2�/).�ÍÏD¸m7(���"������ "!m7�)����
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ξ
Ã
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σξ
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��!Bd/
�!1��¸-!
¬ϕ′¬> , ψ′

1, . . . , ψ
′
k½¹0

ψ′
i := σψi

(ψi)
7(��)

¬ϕ′¬F := σ¬ϕ̃ ��� (¬ϕ̃ ¬> ) bJ7���J����Ë¿#U�¿c$Ã�³=���KU��ñ
{¬ϕ′��� , ψ′

1, . . . , ψ
′
k}
÷1��E/òÅótE�ó
�-÷ýñ1÷ ó³ð��/�·��	sõ�ð��z�¹ñ$÷|� út�L-/���

ú9��"�I�J�� 	 "�m¾���!$#�7�¸1�� 	0�7���J����Ë¿#U�w������ 	0¡
����	���¡��!1�+Ã ´ Ãýß�Þn�	������!m7�)+�(�²��!1�+Ã ´ Ã ù"! Ã
	Aó³ð��Õñ-òÚõ/ö�ñ$÷Ôó³ðsó)(ñB=��h*AòÅó�ó)(

Hϕ�?���¹���'7(��0�������9�!µ���	��
D7(���"���s�	��Ë¿#U�w�D��9�!Ä�J�����µ
� Â7
ϕ′¬F �"��7�¸1��
D7( 	 	0Ûd/
��	��!µ).�·°�!1��!1�¹���É�����×��9�!

�J�����µ
� Â7
ϕ
¾A!�7(��!µ��!m7( 	 	0��	�/��!1��!-����!-) �	��Ã4ú9��"���"����
��U�m¾I� �Å7(
� 	�m�³7��4¾A!n).�").�Ø �G\Ú
�����
��'!8��9�!

�	�����'7(�/���Â7(���"�����
α = µ(#a)

�(�²¶/�'7(��!1�2!1�/�Õ¶/Á
#a

�É�����
ϕ
����)�!$Ï���!,��9�!Ä��
�½������	��
����"���

σ
�%½�
��

®��������d7( 	�"��!-)�¯d���'7(��!1�2!1�/����L³uqsz�
(α)

�	������!m7�)�Ã¥Ë�������
��D7(��!1 	06�®�	�c¶%!-¸1�mÃ ! Ã�3.Ãýü.�<7��µ�D7(���º�(���9�!
)�!$Ï����	���"���¨�(�/L?uqs��

(α)
����9�!º���������	½��	 	�	��0����d��!1�� Â7�¸-!

α
¾I�	��9�L?uqs��

(α)
¾7��U)�!1�d7(��)�!-)�Ã × !¾I�	 	 �
���!,��9��"�4�/���t¾I "!-).�6!8����¸-����������
�¸1�4��9�!Ä�����/�(�

Hϕ

���'7(���"����0%�	���
{¬ϕ, ζ ′1, . . . , ζ

′
n} �0 ¬ϕ′¬> .

ú��r!$#�¸�9D7(���6!+��9�!����'7(��!1�2!1�¹���m� "!1�
#s1, . . . ,#sk

½�!���9�!s¶/�'7(��!1�2!1�¹�Õ¶/Á �(�
P
�I7(��)Ø "!1�

αi := µ(#si)
�É���

i ∈ {1, . . . , k}
½³!®��9�!1�	���	�����'7(�/���Â7(���"�����G�	�

ϕ
Ã × !w¸-����������
�¸1��7? 	�"��� µ0, . . . , µk�(�®�	�����'7(�¹���Â7(���"������¾I�	��9

µ = µ0
������!1�� Â7�¸-!

αi
¾I�	��9{L³u4s��

(αi)
��
�¸-¸-!-�'���	56!1 	06����
�¸'9+��9D7(�

µ0(P) = ϕ, µk(P) = ��� ϕ′¬>
ú9�!1��!$�J����!¥¾A!¡��!$�É!1�n������9�!¥���'7(��!1�2!1�/����L?uqsz� þ (α1)

�Ã-Ã-Ã-�KL³uqsz� þ (αk) ��9D7(��7(��!¥)�!1���	56!-)�	�û¶%!-¸1�mÃ ! Ã�3.ÃýüØ�É����� ��9�!À���'7(��!1�2!1�¹����L?uqs��
(α1)

�¡Ã-Ã-Ã-��L³u4s��
(αk)

Ã�ú9�!c�	�����'7(�/���Â7(���"�����
µ0, . . . , µk

7(��!8)�!$Ï���!-)�½/0
µi(#sj) =

L?uqsz� þ (αj) �É���
j ≤ i

µi(#a) = µ(#a)
�J���47( 	 G����9�!1�

#a,

�ÅÃ !�Ã6!m7�¸'9
µi
�	�����'7(�¹���Â7(��!-����9�!Ï������

i
��¸'9�!1�d7,5�7(���Â7(½� "!-�

#s1, . . . ,#si
¾I�	��9d�������d7( 	�"��!-)2���'7(��!$Ç

�2!1�¹���t�®7(��)Q7( 	 A����9�!1�µ��¸'9�!1�d7�5�7(���Â7(½� "!-�µ¾I�	��9r��9�!d�����	���	�D7( ��	�����'7(�¹���Â7(���"������)�!1��!1�����	��!-)r½/0
µ
Ã
ú9�!ºÏ������,��!Bd/
��	��!1�2!1�¹�

µ0(P) = ϕ
�J�� 	 "�m¾��Ä).�	��!-¸1�� 	0��������

µ0 = µ
Ã,Ë����Ä��9�!n��!-¸-����)Z����!��

µk(P) = ��� ϕ′¬> �G¾A!�¾I�	 	 A7(�¹7(�	�r
���!2��!1�+Ã ´ Ãýß43.Ã2»?0Z��9�!�¸-����������
�¸1���"���Q�(� σ¬ϕ̃ ��� =: ω
7(��)

��9�!Ä "!1���d7.����9�!Ä�É�����º
� Â7
ϕ′¬> �"�47(���	�����'7(��¸-!µ�(� P

�

ϕ′¬> = ω(ϕ̃ ¬> ) = ω(ι(P))
(∗)
= ιω(P),

¾I�	��9
ιω(#a) := ω(ι(#a)),

¾I9�!1��!
(∗)


���!-����!1�+Ã ´ Ãýß43.Ã`úG�Û��9��m¾^��9D7(�+��9�!Z��¾A�Û�	�����'7(��¸-!-�
µk(P)

7(��)
ιω(P)

7(��!
!Bd/
D7( U�2�%).
� "�Q½³��
���)|��!1�D7(���	������¾A! ¸m7(�|��9/
��ÿ¸-�������")�!1�ÿ��9�!s�	�����'7(�¹���Â7(���"�����

µk
7(��)

ιω
Ã

�,7(�2!1 	06���	�²¸m7(��½³!��½���!1��56!-)n��9D7(�²��9�!?�	�����'7(�¹���Â7(���"�����
µk(#a)

7(��)
ιω(#a)

�(�³!m7�¸�9d7U��¸'9�!1�d7
5�7(���Â7(½� "!

#a
7(��!µ!Bd¹
D7( ��2�%).
� "����!1�D7(���	���/� � a

� � y F[C�D<FE?AKMW�RT?A^L?JO<RJY�I)@"?AN)�/�|FLKg` R ` � ��`
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•
Ë�����7�ú�!1���¡¶/Á ����Ë������µ
� Â76¶/Á

#a
�

ω(ι(#a)) = ω(s#a7�8 (x1, . . . ; v1, . . .)) = ��� µ(#a) = µk(#a)

•
Ë�����78¶/�'7(��!1�2!1�/�Õ¶/Á

#a = #si
��
����	���Ä��9�!I��½��'!1��5�7(���"���

σ(ι(#si)) =
L?uqs�� þ (αi) ��9D7(�¾7����d7�)�!Ä¾I9�!1��)�!$Ï����	���

σ
�

ω(ι(#si)) = ��� L?uqsz� þ (αi) = µk(#si)

•
Ë�����7(�+Ê²#%����!-�����"����¶/Á

#a
�

ω(ι(#a)) = ω(s#a7�8 (v1, . . .)) = ��� µ(#a) = µk(#a)

•
Ë����I����9�!1��/�	��)��I�(�<��¸�9�!1�d7º5�7(���Â7(½� "!-�m�.½¹0¡7��'��
��������"����7(��)ÿ¸-����������
�¸1���"���

µ
�
µk
7(��)

ι7(��!8!Bd/
D7( ÅÃ
»?0¨��!1�+Ã²Ý.Ãýß.�w7(��)r½�!-¸m7(
���!¡�	�����'7(�¹���Â7(���"�������(�,¶/�'7(��!1�2!1�/�Õ¶/Áx��!-����!-¸1����¸-���³!-�t����9��"��!1�/�'7(�	 "�
��9D7(����9�!U�J�����µ
� Â7��

µk(P)
7(��)

ω(ι(P)) = ϕ′¬> 7(��!87( "�'�2!Bd¹
D7( ��2�%).
� "����!1�D7(���	���/�
( �J����!m7�¸�9

#a
�
µk(#a) = ��� ιω(#a)

)
=⇒ µk(P) = ��� ιω(P).

Ë<�	�D7( 	 	06��¾A!8��!$�É!1�I������9�!º7�����
��������"�����(��¶%!-¸1�mÃ ! Ã�3.Ãýü.��¾I9��"¸'9+���	56!-��
���J���
i ∈ {1, . . . , k}

` �g�
A
µi−1(P) ↔ µi(P),

½³!-¸m7(
��'!�!m7�¸�9 �	�����'7(��¸-!
µi(P)

¸m7(� ½³!+��½��'7(�	��!-) ½¹0c��!1�� Â7�¸1�	���Q�%¸-¸1
�����!1��¸-!-�¡�(�
αi
¾I�	��9��	�

µi−1(P)
¾I�	��9{L?uqs��

(αi)
ÃwÆ�!1��¸-!U�J������
��	�'7(½� "!

ζ ′1, . . . , ζ
′
n

�.��9D7(��¸m7(��½�!Ä¸1��!m7(��!-)�½¹0�7(���� 	�"¸m7�Ç
���"�������(�{� $

A

ÇÅ��
� "!-�t��¾A!Ä9D7m56!

{ζ ′ji , . . . , ζ
′
ji+1−1} �0 µi−1(P) ↔ µi(P).

#�½¹5%�"��
��� 	0¥��9�!,�J�� 	 "�m¾I�	���¡)�!1���	5�7(���"���+9��� ")��
{

¬ϕ,
(

µ0(P) ↔ µ1(P)
)

,
(

µ1(P) ↔ µ2(P)
)

, . . . ,
(

µk−1(P) ↔ µk(P)
)}

�0 ¬ϕ′¬>
7(��)r½/0ï��!1�� Â7�¸1�	���ï!m7�¸�9Û!Bd¹
��	5�7( "!1��¸-!¡¾I�	��9Q�	���n�D7(�����"¸1
� Â7(�ù� $

A

ÇÅ�����/�(��b�
����	���Z��!1�+Ã ! Ã ù"! c$�
��!1�D7(���	���2¸-�������'7(�¹�����	�¹�����%).
�¸-!-)�½¹0¡��9�!,��
� "!.bÉÊ²#/cA
�������¸-�� 	 	�"���"�����m�.��9�!U�����/�(�

Hϕ

!1�2!1���6!-�

¬ϕ, ζ ′1, . . . , ζ
′
n.

��=���A.ó�ò�ù�õL�¼���
ψ′

1, . . . , ψ
′
kú9�!���!1�d7(�	���	��� �������³�����	���"���r¾A!2��!-!-)¨������9��t¾ �"�8��9D7(�µ!m7�¸'9¨�J�����µ
� Â7

ψ′
i = σψi

(ψi)
!1�	��9�!1�

��!-��
� 	���4�������_7�5�7( 	�")Å� $
A

ÇÅ��
� "!º7(���� 	�"¸m7(���"���������U¸m7(� 7(�4 "!m7�����½�!Ä�����m56!-) 
����	���Þ� $
A

b���9�!
Ï������4¸m7���!µ�"�U7�¸1��
D7( 	 	0+��
�½���
��2!-)+½/0���9�!º��!-¸-����)s����!��D!$#�¸-!1���4�J������9�!µ��
� "!ObÉÊ®#Lcxc$ÃI*U�·°�!1��!1�/�
���	��
D7(���"�������d7m0��/¸-¸1
��m�D7(�¹7(�	�s)�!1�³!1��).�	���¥������9�!Ä¾?7m0�7º�É�����º
� Â7

ψi
¾?7����	�/�����/).
�¸-!-)��	�+��9�!

�����	���	�D7( ������%�(�
H
�

� ù
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•
ú9�!���
� "!?b ´ #Lc�9D7��²½�!-!1�2
���!-)��¹�����6!1��9�!1��¾I�	��9¡7U�J�����µ
� Â7

Q 7�8 ∈ A 7�8 \C 7�8 ¸-���¹�'7(�	���	�����¸�9�!1�d7Z5�7(���Â7(½� "!-�m�A�ÅÃ !�Ã
ψi ∈ Q 798 ÃÛú9�!1� ��!1�+Ã ´ Ãýß43Z��!1 	 "��
�����9D7(� ψ′

i = σψi
(ψi)

�"�
7( "����7(���	�����'7(��¸-!Ä�(�

Q 7�8 ��7(��)+7�� σ 9D7��½�!-!1�+)�!$Ï���!-)�������!1�� Â7�¸-!87( 	 ����6�� "!1�×��0%�µ½��� "�
½¹0s¸-����������
�¸1���,�����,¸-���/�'7(�	���	�������6�� "!1�^��0%�µ½��� "�m�

ψ′
i ∈ Q

�"�,!156!1�r7(�Z�	�����'7(��¸-!��(����9�!
7�#%�"���

Q ∈ A
¸-������!-��������).�	���2���

Q 798
•
ú9�!2��
� "!�b ´ #Lc�9D7��8½�!-!1�ï
���!-)��������6!1��9�!1�º¾I�	��9Q7¡�J�����µ
� Â7

Q ∈ C 7�8 ��¾I9��"¸'9r�"�µ7ÿ)�!$Ç¸-�����³�����	���"��� 7�#.�"��� !1�	��9�!1���J�������'7(��!1�2!1�¹�¡��0/�º½³�� "� � g@i�gÁlz�elz�Lg 7�8 ���n�É���2!$#.����!-�����"�����0/�º½³�� "� º[» r�s´l�n9nz{[u4� 7�8 Ã��?���/���'7(��0Û���ï��9�!+���	��
D7(���"�����	�Ø��9�!ÿÏ������¡¸m7���!�����9�!1��!1½/0Û¾A!¸m7(�������µ7(���� 	0s��!1�+Ã ´ Ãýß43¥).�	��!-¸1�� 	06�G7��
Q
¸-���/�'7(�	���8��0%�µ½��� "�Ä�(�

Dom(σ)
Ãº»����9Z�³����Ç

���	½��	 	�	���"!-�³b��ÅÃ !�Ã.���'7(��!1�2!1�¹�47(��)ÿ!$#.����!-�����"�����I��0%�µ½��� "��c�¸m7(�¥½�!U����!m7(��!-)ÿ���	�µ
� 	�'7(��!-��
��� 	0��
���27(�¹0�¸m7���!¾?!I¾I�	 	 D¸-����������
�¸1�?7(�s� $

A

ÇÅ�����%�(���(�
ψ′
i

½¹0���!$�É!1�����	���µ���,��9�!�7�����
��������"�����
�d7�)�!Ä�	�s¶%!-¸1�mÃ ! Ã�3.Ãýü)�
��!1�

Q = D�
s )�* ��� Q = D�

s )�* �D7���)�!$Ï���!-)+�	�Z¶%!-¸1�mÃ ! Ã�3.Ãýß.Ã�ú9�!µ7�#.�"��� Q
¸-���/�'7(�	������¾?�

).�"�����	����
��"��9�!-)¨���6�� "!1� ��0%�µ½��� "�m���D7(�2!1 	0ï��9�!2��0%�µ½��� 
s 798 �	����!1 Í����7(��)ï��9�!2��0/�º½³�� w���¾I9��"¸�9

s 798 �"��®��������d7( 	�"��!-)�¯¥½/0 Q
Ã × !ÿ)�!$Ï���!�7 ��!1� S

��9D7(�2¸-�������"�������(����9�!-��!¥��¾?�
��0/�º½³�� "�F�

5 �Å�
s 7�8 ∈ � g@i�gÁlz�elz�Lg 7�8 �"��7����'7(��!1�2!1�¹����0/�º½³�� Å��¾A!Ä9D7m56! S := {s 7�8 , µ5lxj (s 7�8 )}

5 #���9�!1��¾I�"��!
s 7�8 ∈ º[» r�sxlzn9n�{~uq� 7�8 �"�,7(�Z!$#%����!-�����"��� ��0%�µ½��� Å��7(��)s��9�!1� ¾A!n¸�9��%����!

S := {s 7�8 , � g[��g (s 7�8 )} Ã
ú9�!d��!1�

T
�"�º)�!$Ï���!-)r���s¸-�������"���n�(����9�!2��!1�d7(�	���	���ï��0%�µ½��� "�º�(�I��9�!¥)����d7(�	�c�(�I��9�!

�ÚÇ���
�½������	��
����"���
ω := σψi

�A¾I9��"¸�9O7(��!
T := Dom(ω)\S

Ã Ë������ ��!1�+Ã ´ ÃýÝ6þï7(��)Û��9�!
)�!$Ï����	���"�����(�

ω
���	��J�� 	 "�m¾��4��9D7(�

ω
¸m7(��½�!Ä)�!-¸-�����³����!-)��	�¹���
ω = ω|S ◦ ω|T.�?���¹���'7(��0|���

σ
���É���

ω|T
�G!1�+Ã ´ Ãýß43Q�"�+7(���� 	�"¸m7(½� "!��,½�!-¸m7(
���! ��9�!s�d7`\����+��½����'7�¸1 "!��

�D7(�2!1 	0 ��9�!Z��0%�µ½��� "�
S
��9D7m56!Z½³!-!1�O��!1�2�t56!-)�Ãû»?0 ��9��"�ÿ "!1���d7.�4�É����7Q�D7(�����"¸1
� Â7(�

�ÚÇ���
�½������	��
����"���
π = �'� ω|T ¾A!8��9�!1��!$�É����!Ä9D7m56!

π(ψi) ∈ Q
Ã

ú9�!µ���� 	0����6�� "!1� ��0/�º½³�� "����!1�d7(�	���	���¡�	�
π(ψi) =: θ

7(��!8��9�!µ��0/�º½³�� "���(�
S
��7(��)���9�!

�ÚÇ���
�½������	��
����"���
ω|S

�"�U!$#�7�¸1�� 	0���9�!���
�½������	��
����"���
σ
)�!$Ï���!-)Z�	�¨¶%!-¸1�mÃ ! Ã�3.ÃýühbÉ!1�	��9�!1�,�É���

���'7(��!1�2!1�¹����?!$#.����!-�����"���¥���6�� "!1�{��0/�º½³�� "��c$Ã²»?0���!1�D7(���	����½³��
���)d���������'7(�{5�7(���Â7(½� "!-�
�(�l798
i4s

u

�	�
θ
bÉ��!-!,�J�/����������! ! ß������D7(�6!ºþ�Þ�c47(��)�7(��½��	���'7(��0�½���
���)+��0%�µ½��� "���	�

ω|S
�

�	���"����9�!1�s���������	½� "!º���¥¸�9��%����!n72�J�����µ
� Â7
θ′ = ��� θ ¾I�	��9 θ′ ∈ Q

��7(��) 7(�ï7(�������������Â7(��!
�ÚÇ���
�½������	��
����"���

ν = �'� ω|S �U��
�¸�9~��9D7(� ν ¸m7(�~½�!¨7(���� 	�"!-)~��� θ′ ¾I�	��9���
���¸-�� 	 	�"���"�����mÃË��	�D7( 	 	06��½¹0¥��9�!µ7�����
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σ
�
σ þ �5�6 ½³!?7��G�	�n*,!$�ÚÃ ´ Ã ! ��7(��)µ "!1����9�!1��'7(���"�Ú�É0d��9�!,�J�� 	 "�m¾I�	���¡!Bd¹
��	5�7( "!1�¹�U¸-����).�	���"�����>�

ù Ã�Ë�����!m7�¸�9���0%�µ½��� 
s
¾I�	��9

σ þ �5�6 (s) = (a, 〈x1, . . . , xk〉)
�
FV (a) ⊂ {x1, . . . , xk}Ý.Ã

Cod(σ) ∩
8
iqs

= ∅ú9�!1���J����!m7�¸�9��J�����µ
� Â7d���I��!1���
T
�
FV (σ(T )) ⊂ FV (T )

Ã
∗

m(p ,¦µ�lV�¹�/{[g[{[uq�¸·u$±uq�����9¾6lz��iq�.{o��}Ouvw�w v � �/y�nzg[{[g[��g[{~uq�
n�¹Z�4��!1�
σ þ �5�6 7(��) ω þ �5�6 ½³!Ä¸-���/��!1�¹���Ä7��I�	�*,!$�ÚÃ ´ Ã ! Ã

σ þ �5�6 7(��) ω þ �5�6 7(��!,¸m7( 	 "!-)ôlH�B�)iqkH��uF�q��kmu�yxuq������sxlz�tiq�.{¢��}6�.�Í�G�J���!m7�¸'9+��0%�µ½��� s¾I�	��9
σ þ �5�6 (s) = (a, 〈x1, . . . , xk〉)

�
ω þ �5�6 (s) = (b, 〈y1, . . . , yk〉)

��9�!,�J�����µ
� Â7���bÉ���4��!1���2��c
{x1/z1, . . . , xk/zk}a

7(��)
{y1/z1, . . . , yk/zk}b7(��!4!Bd/
D7( D�2�%).
� "�µ½���
���)2��!1�D7(���	����Ã�ú9�!1��!1½¹0

z1, . . . , zk
7(��!�).�"�����	��¸1�?5�7(���Â7(½� "!-�A�����?�%¸-¸1
��ÚÇ

���	���ÿ�	�
a
���
b
�³¾I9��"¸�9ï9D7m56!º��9�!��'7(�2!����������Ä7��

x1, . . . , xk
��7(��) ��9�!�7(���� 	�"!-)Z��
�½������	��
����"�����

7(��!,5¹Ç���
�½������	��
����"�����mÃ
��ÇÖ¶/
�½������	��
����"�����

σ
7(��)

ω
7(��!�¸m7( 	 "!-)'lH�"�
iqkL��u>�4��kmu�yxuq������sxlz�tiq�.{¢��}6�6�Í����9�!1��!�7(��!I¸-���/��!1�¹���

σ þ �5�6 7(��) ω þ �5�6 7��I�	��*,!$��Ã ´ Ã ! ¾I9��"¸'9 7(��!Ä!Bd/
D7( ��2�/).
� "�2½³��
���)ÿ��!1�D7(���	����Ã ∗

� ù
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mëpu´0/¶µ5lu�¹�/{[g[{[u4�¸·�Q�uqk¢k {¢n�{~uq�
n�¹c���!1�
σ
�
σ þ �5�6 ½�!87��I�	��*,!$��Ã ´ Ã ! ÃAú9�!µ7(���� 	�"¸m7(���"���s�(� σ ���d7n��!1������<�É�����º
� Â7

T
�"�®¸m7( 	 "!-)�j´u4k¢k { nz{[u4�,wzsxl´l-���Í���J���®!m7�¸'9���0/�º½³�� 

s
¾I�	��9

σ þ �5�6 (s) = (a, 〈x1, . . . , xk〉)

•
�U��!1 "!1�2!1�¹�U�(�

FV (a)\{x1, . . . , xk}
�"�I½���
���)�7(�47(���%¸-¸1
�����!1��¸-!8�(�

s
�	�
T

•
ú9�!,5/Ç���
�½������	��
����"��� �(�<��9�!,5�7(���Â7(½� "!-�

x1, . . . , xk
�	��*,!$��Ã ´ Ã ! �"�4¸-�� 	 	�"���"�����É��!-!U�É���47(�/0

�/¸-¸1
�����!1��¸-!8�(�
s
�	�
T
Ã

mëpu´c´ º[» i4�,rtkmlq� × !,)�!1�2���������'7(��!8��9�!���¾A���%�	��)��I�(��¸-�� 	 	�"���"�����I�É�����9�!�� Ç���
�½������	��
����"��� σ �.¾I9��"¸�9��"�)�!1��!1�����	��!-)+½/0
σ þ �5�6 (p) = (∀y.r(x, z), 〈x〉), Dom(σ) = {p}, Cod(σ) = {r, z}

¾I9�!1��!
p
b���!-����Ã

r
c4�"�87d
��D7(��0«b���!-����Ã�½��	�D7(��0/c�����!-).�"¸m7(��!��G7(��)

x, y, z
7(��!� "�����"¸m7( ²5�7(���Â7(½� "!-�mÃ

´ ��!$#�7(���� "!Ä�É���I��9�!UÏ������4��0%�³!Ä�(�²¸-�� 	 	�"���"���+�	��*,!$��Ã ´ Ã ù Þn�"����9�!µ7(���� 	�"¸m7(���"���
σ(∃z.p(a)) = ∃z.∀y.r(a, z)

�	�ÿ¾I9��"¸�9ÿ��9�!U½��	��).�	�����(�G��9�!U5�7(���Â7(½� "!
z
�"�7( 	��!1��!-)�Ã�ú9�!U�'!-¸-����)d�%�	��)ÿ�(�G¸-�� 	 	�"���"�����/¸-¸1
�����	�

σ(p(y)) = ∀y.r(y, z)
7��I��9�!,�É��!-!,5�7(���Â7(½� "!

y
�(�
p(y)

�"���2�m56!-)��	�/���2��9�!Ä��¸-����!8�(�
∀y
Ã

���?¸m7(�¥½�!���½���!1��56!-)¥��9D7(�?�Í�G��9�!,7(���� 	�"¸m7(���"���+�(�<7(�d��Ç���
�½������	��
����"���
σ
���
T
�"�¸-�� 	 	�"���"���¥����!-!��

��9�!1�+��9�!Ä7(���� 	�"¸m7(���"���s�(�
σ
����7(�/0¥��
�½.ÇÅ��!1���x���I��
�½.ÇJ�É�����º
� Â7��(�

T
¾I�	 	 �������¸m7(
���!,¸-�� 	 	�"���"�����

!1�	��9�!1�mÃ
∗

mëpu´ ³ iHl"�5��io· Q�u4k¢k { nz{[u4�/6�s´l´lGw'v � �/y�nzg[{[g[�)g[{[uq�/n�¹Z�4��!1�
σ
½�!º7(��� Ç���
�½������	��
����"�����J����¾I9��"¸'9s��9�!n¸-���.Ç

).�	���"�����I�(����!1�+Ã ´ Ã��89��� ")���7(��)
T
7µ��!1���`�����J�����µ
� Â7.Ãwú9�!1�ÿ��9�!1��!,!$#.�"�����?7(�¡��Ç���
�½������	��
����"���

ω
����9D7(�,�"�U!Bd/
D7( ®���

σ
�2�%).
� "�ÿ½³��
���) ��!1�D7(���	��������
�¸�9Z��9D7(�,��9�!�7(���� 	�"¸m7(���"���Q�(�

ω
���
T
�"�

¸-�� 	 	�"���"�����É��!-!�Ã
∗

mëpu´�¼½¾6lz��iqs &��U���ï�6!1��!1�'7( <b��ÅÃ !�ÃG�Í�?��9�!¡¸-����).�	���"�����º�(����!1�+Ã ´ Ã���7(��!d�����Ä��
� ÍÏ� 	 "!-)Lc8��!1�+Ã ´ Ã ù Ýÿ�"�
¾I���������®7��Ä�	�Ä�"�Ä
���
D7( 	 	0ï7( "���ÿ��!-¸-!-���'7(��0Z���ÿ��!1�D7(�2!�½���
���)ï5�7(���Â7(½� "!-�8¾I�	��9��	�

T
Ã ´ ���	���� "!

!$#�7(���� "!Ä�"�I��9�!,�J�� 	 "�m¾I�	���ÿ7(���� 	�"¸m7(���"���s�(�w7º� Ç���
�½������	��
����"����
{a/x}∀x.p(a).

mëpu´�Ì
iHl"�5��io·u¾,lz��iq�.{o��} º �]lzsz�qgo��{¢��}�¹Z����!1�
S
7(��)

T
½�!¡��!1���2�d�����É�����º
� Â7��2¾I9��"¸�9|7(��!�!Bd¹
D7( 

�2�%).
� "�2½���
���)���!1�D7(���	�����³7(��)
σ
7(��)

ω
½�!U� Ç���
�½������	��
����"�����4¾I9��"¸'9 7(��!µ7( "���d!Bd¹
D7( ��2�%).
� "�

½���
���)¨��!1�D7(���	����Ã¥�Å���9�!d7(���� 	�"¸m7(���"�����n�(�
σ
���
S
7(��)¨�(�

ω
���
T
7(��!2¸-�� 	 	�"���"���r����!-!��G��9�!1�

σ(S)
7(��)

ω(T )
7(��!Ä!Bd/
D7( ��2�%).
� "��½³��
���)ÿ��!1�D7(���	����Ã

∗

��ÇÖ¶/
�½������	��
����"��������9D7(������ 	0¡��!1�� Â7�¸-!e�/��kokmiqs��d��
���¸1���"��� 7(��)ÿ����!-).�"¸m7(��!µ��0%�µ½��� "�I�2������ 	0¥½³!$Ç
9D7-56!� 	�	�6!�5/Ç���
�½������	��
����"�����d�(�Ä "�����"¸m7( �5�7(���Â7(½� "!-�mÃ����À�Å7�¸1�2��9�!+���� 	0À).�·°�!1��!1��¸-!��"����9D7(�2��9�!
!1 "!1�2!1�¹���4�(�G��9�!�)����d7(�	���(�<7(�¡��Ç���
�½������	��
����"����¸m7(�������½³!�½³��
���)¥½/0d���³!1�'7(�������t�%¸-���/���'7(��0¡���
 "�����"¸m7( �5�7(���Â7(½� "!-�mÃ²Ë������9�!��É�� 	 "�t¾I�	������¾A�� "!1���d7��¾?!,¾I�	 	 �¸m7( 	 �7(�¡��Ç���
�½������	��
����"���+�(�G�/
� 	 Â7(��0
��0%�µ½��� "�m���ÅÃ !�Ã�7(����Ç���
�½������	��
����"���

σ
¾I�	��9

�J����!m7�¸�9
s ∈ Dom(σ) : s

�"�I�¹
� 	 Â7(��0
7��/��k¢kmiqsz��w'v@nz�
y�n"g[{og[�)g[{~uq�DÃÙ»!-¸m7(
���!Z�(�µ��9�!Z���	���	 Â7(���	��0O�(�µ�/
� 	 Â7(��0Ø��Ç���
�½������	��
����"�����+7(��)|5¹Ç
��
�½������	��
����"�����t����9�!Ä��!$#.�� "!1���d7��I9��� ")ÿ�J���I½³����9� 	�	�6!1¾I�"��!�Ã

��Ý
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m(p�´Zø¸iHlz�.��ih· Q�uq��j9i4gÁlz��i4g[{~uq����¹Z�4��!1�
σ
½�!27ÿ5/Ç���
�½������	��
����"���Q���µ7��¹
� 	 Â7(��0Z��Ç���
�½������	��
����"�����

T
7

��!1���{�����É�����º
� Â7.�
y1, . . . , yl

!1�	��9�!1�).�"�����	��¸1�A5�7(���Â7(½� "!-�?���A).�"�����	��¸1�?�¹
� 	 Â7(��0��É
���¸1���"���¡���A����!-)%Ç
�"¸m7(��!d��0%�µ½��� "�m�<7(��)

ω = {y1/t1, . . . , yl/tl}
7ÿ5/Ç���
�½������	��
����"���c���n7ÿ�/
� 	 Â7(��0Z� Ç���
�½������	��
����"����Ã

È²���m5%�")�!-)+��9D7(�
•
��9�!µ7(���� 	�"¸m7(���"��� �(�

ω
���
T
)��%!-�I�����4¸m7(
���!Ä¸-�� 	 	�"���"������7(��)

• FS(T ) ∩ Dom(σ) ⊂ {y1, . . . , yl}

¾A!Ä9D7m56!
σ(ω(T )) = ν(T )

¾I9�!1��!
ν = {y1/σ(t1), . . . , yl/σ(tl)}.

��!1�+Ã ´ Ã ù üs)��%!-�n������9��� ")Q�Í����9�!ÿ7(���� 	�"¸m7(���"���Ø�(�
ω
 "!m7�)������Z¸-�� 	 	�"���"�����m�²�	�c�6!1��!1�'7( ÅÃ ´

¸-��
��¹��!1�U!$#�7(���� "!Ä�"�
{x/c}{y/x}∀x.p(y) 6= {y/c}∀x.p(y).

7Òsxu>uvwq�4Ë<�	�����µ¾A!¥¸m7(�Q��½���!1��56!¡��9D7(�µ½�����9¨�J���85/Ç���
�½������	��
����"������7(��)¨�/
� 	 Â7(��0ï� Ç���
�½������	��
����"�����
κ1, κ2

¾A!Ä9D7m56!

κ1(ϕ) = κ2(ϕ) ⇐⇒
�J���4!m7�¸�9

s ∈ FS(ϕ) : κ1(s) = κ2(s).
«Hw b~��c

ú9��"�4!Bd/
��	5�7( "!1��¸-!º)��/!-�4������9��� ")��J���I��Ç���
�½������	��
����"�����4��9D7(�U7( "������!1�� Â7�¸-!º��0%�µ½��� "��¾I9��"¸�9ï7(��!
�����8�¹
� 	 Â7(��06��9��m¾?!156!1�mÃ¡���.�J�����d7(���"���c7(½���
��Ä��9�!��������³!1����0Z�É���Ä5/Ç���
�½������	��
����"�����t��¾I9��"¸�9À7( "���
7(���� 	�"!-�������/
� 	 Â7(��0¡��Ç���
�½������	��
����"������¸m7(�+½�!U�É��
���)ÿ�	�p^ Ë<�	�9�43]_�Ã
¶/
���������!

σ
7(��)

ω
7(��!A7����	�º�G!1�+Ã ´ Ã ù ü.Ã × !A��9��m¾c��9�!�¸-���q\�!-¸1��
���!�½/08������
�¸1��
��'7( %�	��).
�¸1���"����m56!1�

T = op(r1, . . . , rn)
�

•
Ë����

op = yi ∈ {y1, . . . , yl}
�

σ(ω(T )) = σ(ti) = ν(yi) = ν(T )

•
Ë����

op /∈ {y1, . . . , yl} ⊃ Dom(ω)
�4ú9�!1�Z¾A!�7( "���¥9D7-56!

op /∈ Dom(σ)
��½�!-¸m7(
���!�����9.Ç

!1��¾I�"��!
op ∈ FS(T )

¾A��
� ")+5%�"�� Â7(��!Ä��9�!,����!1���"��!µ�(�<��9�!Ä "!1���d7.Ã

σ(ω(T )) = σ(ω(op(r1, . . . , rn)))

= σ(op(ω1(r1), . . . , ωn(rn))) op
�d7m0ÿ½��	��)�5�7(���Â7(½� "!-�

= op(σ1(ω1(r1)), . . . , σn(ωn(rn)))

= op(ν1(r1), . . . , νn(rn))
�A Â7(�	� b��¢c

= ν(op(r1, . . . , rn))

���s��9��"�,)�!1���	5�7(���"���ï��9�!���
�½������	��
����"�����
σi, ωi, νi

7(���"�'!µ½/0���9�!n��!-�������"¸1���"���ï�(�
σ, ω, ν

���
��0%�µ½��� "�I������½���
���)ÿ½¹0

op
¾I�	��9��	�+��9�!

i
��9s��
�½.ÇÅ��!1���x������
�½.ÇJ�J�����µ
� Â7.Ã

ú��������m56!º¸1 Â7(�	�¸b��¢c$�.¾A!8��9��m¾W��9�!8!Bd/
D7(���"���

σi(ωi(ri)) = νi(ri)¿V��y F/C @"@"I�KMF~O<=�C�O�\]Q�D+@VY�K�XZQ'RA@
s ∈ FS(ϕ)

�M\]Q�DîzP=�?A^�=
κ1, κ2

C�D<F�N)Q�O+S�F��)N)FHS¶C�@9K_C W)@L��z>F�=)C��'F
κ1(s) = κ2(s) = ⊥

`í;>=)?A@£C�W)W)RA?AFL@�O<Qg\2I)N�^�O<?AQ'NîC N)S+W�D<FHS�?A^HC�O<F%@VY�K�XZQ'RA@�Q�^�^LI�D"D<?AN)�0?AN
ϕ

O<=)C�O�C�D<F�N)Q ONqI)RARTC�D"Y���X�I�O.O<=�C�OBC�D<FlC�RT@"QM^�Q'N�O�C ?AN)FLSUX�Y
FS(ϕ)

DÃ@"F�F[÷�F�\u` R ` � F�`

��ß



¨.¤ Ät¨�Ê�åmã[ªÅãx¨�ã[ªÉámâ�å

�É����!m7�¸'9
i ∈ {1, . . . , n}

Ã
B
��9D7( 	 �½�!���9�!4��!1�A�(����0%�µ½��� "�w��9D7(�7(��!�½���
���)2½¹0

op
7(����9�!

i
��9s7(����
��2!1�¹�mÃ × �	��9���
��� "���'���(�<�6!1��!1�'7( 	�	��0�¾A!Ä9D7m56!

B ∩ {y1, . . . , yl} = {y1, . . . , ye−1},
¾I�	��9

e ∈ {1, . . . , l + 1},
�ÅÃ !�Ã

op
½��	��)���bÉ!$#�7�¸1�� 	0
c���9�!ÄÏ������

e − 1
5�7(���Â7(½� "!-�,�(�

{y1, . . . , yn} ⊃ Dom(ω)
b��Í�
ω
�"�

7(�ÿ� Ç���
�½������	��
����"��������9D7(�
e
¾I�	 	 G½³!

1
7��
op
)��%!-�I������½��	��)�7(�/0¥¸-�������'7(�¹����c$Ã

× !s¸m7(�~7(���� 	0 ��9�!s�	��).
�¸1���"���~9¹0%�³����9�!-���"�ÿ7(�¥��9��"�¥�³���	�/�m��7��¥��9�!s����!-��
��������"�������(���!1�+Ã ´ Ã ù ü�7(��!,��
� ÍÏ� 	 "!-)U��ú9�!µ7(���� 	�"¸m7(���"���s�(�
ωi
���
ri
�"��¸-�� 	 	�"���"�����É��!-!���7(��)

FS(ri) ∩ Dom(σi) ⊂
(
FS(T ) ∪B

)
∩

(
Dom(σ)\B

)
⊂ {ye, . . . , yl}.ú9��"�I "!m7�)������

σi(ωi(ri)) = σi({ye/te, . . . , yl/tl}ri)

= {ye/σi(te), . . . , yl/σi(tl)}ri
½/0���Æ

= {ye/σ(te), . . . , yl/σ(tl)}ri
�A Â7(�	� b��	�¢c

= νi(ri)

úG�d��9��m¾f¸1 Â7(�	� b��	�¢c$��¾A!º7(���� 	0+!Bd/
��	5�7( "!1��¸-!Ob~��c$�D�ÅÃ !�ÃD¾?!89D7-56!º���2�����t56!µ��9D7(�4�É���U!m7�¸�9
yj ∈ FS(ri)

¾I�	��9
j ∈ {e, . . . , l}

�
σi(tj) = σ(tj)

Ã ´ �'!-¸-����)Q7(���� 	�"¸m7(���"���Û�(�?b~��c,��!$Ç
56!m7( "�I��9D7(����9��"��!Bd/
D7(���"���+�"��!Bd/
��	5�7( "!1�/�4���

�É����!m7�¸'9
s ∈ FS(tj) : σi(s) = σ(s).

ú9��"�®�������³�����	���"���2Ï��D7( 	 	0º�"�<�É
� ÍÏ� 	 "!-)���½�!-¸m7(
���!
σi, σ

7(��!I!Bd¹
D7( �!$#�¸-!1���®�É���²��9�!!1 "!1�2!1�/���
�(�

B
��7(��) ¾?!º9D7m56!

B ∩ FS(tj) = ∅
Ã��,7(�2!1 	06�

yj ∈ FS(ri)
�/¸-¸1
����U�É��!-!µ�	�

ri
ÃÄú9�!

!$#%�"����!1��¸-!Ä�(�
s ∈ B ∩ FS(tj)

¾A��
� ")���9�!1�+¸m7(
���!µ7�¸-�� 	 	�"���"����
��³������9�!87(���� 	�"¸m7(���"��� �(�
ω
���
T
�.¾I9��"¸�9��"������!-¸1 	
�)�!-)+½¹0�7�����
��������"����Ã

mëpu´0!¶iHl"�5��io· Q�u4��j´i4gÁlz�ti4g[{[u4�ô�H��¹c�I��!1�
σ
½�!U7(�d� Ç���
�½������	��
����"�����

T
7µ��!1���S���A�J�����µ
� Â7.�

y1, . . . , yl!1�	��9�!1��).�"�����	��¸1��5�7(���Â7(½� "!-�4���4).�"�����	��¸1���/
� 	 Â7(��0¡�É
���¸1���"������������!-).�"¸m7(��!µ��0/�º½³�� "��¾I�	��9
(Dom(σ) ∪ Cod(σ)) ∩ {y1, . . . , yl} = ∅

7(��)
ω = {y1/t1, . . . , yl/tl}

7I5/Ç���
�½������	��
����"���º���<7I�¹
� 	 Â7(��0,��Ç���
�½������	��
����"����Ã®���%��9�!?7(���� 	�"¸m7(���"���
�(�
σ
���
T
�"��¸-�� 	 	�"���"�����É��!-!�����9�!1����9�!,�J�� 	 "�m¾I�	���¡9��� ")��>�

σ(ω(T )) = ν(σ(T ))
¾I9�!1��!

ν = {y1/σ(t1), . . . , yl/σ(tl)}.

7Òsxu>uvwq��ú9��"�4�"�4�����m56!-)+½/0+������
�¸1��
��'7( G�	��).
�¸1���"���Z�m56!1�
T = op(r1, . . . , rn)

Ã?Ë����4��9D7(�m�D "!1�
σ
�

σ þ �5�6 7��I�	�+*,!$�ÚÃ ´ Ã ! Ã
•
���
op ∈ Dom(σ)

�²��!1�
(b, 〈x1, . . . , xn〉) = σ þ �5�6 (op) Ã

ν(σ(T )) = ν({x1/σ(r1), . . . , xn/σ(rn)}b)

= {x1/ν(σ(r1)), . . . , xn/ν(σ(rn))}b
½¹0���!1�+Ã ´ Ã ù ü

= {x1/σ(ω(r1)), . . . , xn/σ(ω(rn))}b
½¹0��ÖÆ

= σ(op(ω(r1), . . . , ω(rn)))

= σ(ω(T ))
7��
op /∈ {y1, . . . , yl}

� !
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���I�"�I���������	½� "!,���27(���� 	0���!1�+Ã ´ Ã ù ü��	����9��"��)�!1���	5�7(���"������7��I½/0ÿ7��'��
��������"���+¾A!µ9D7-56!

(FS(b)\{x1, . . . , xn}) ∩ {y1, . . . , yl} = ∅

⇐⇒ FS(b) ∩ {y1, . . . , yl} ⊂ {x1, . . . , xn}

7(��)2��
�����9�!1���2����!���9�!�7(���� 	�"¸m7(���"���ÿ�(�
{x1/σ(r1), . . . , xn/σ(rn)}

���
b
�"�A¸-�� 	 	�"���"���2�É��!-!�Ã

•
���
op = yi

�²ú9�!1�
n = 0

7(��)

ν(σ(T )) = ν(yi)
7��
yi /∈ Dom(σ)

= σ(ti) = σ(ω(yi))

•
#���9�!1��¾I�"��!eb

op
�"���'���2!1��9��	���¡!1 "��!Fc

ν(σ(T )) = ν(op(σ(r1), . . . , σ(rn)))

= op(ν1(σ(r1)), . . . , νn(σ(rn))) op
�d7m0ÿ½��	��)�5�7(���Â7(½� "!-�

= op(σ(ω1(r1)), . . . , σ(ωn(rn)))
½¹0���Æ

= σ(ω(T ))

m(p�´I" º[» iq�±r�k�lq�����ï¶%!-¸1�mÃ ! Ã ! ÃýÝ.����9�!µ����!15%�"��
��U "!1���d7¡�"��
��'!-)����¡�����m56!n��9D7(�87(���� 	�"¸m7(���"�����Ä�(����9�!
� $ ÇÅ��
� "!µbÉÊ®#Lc����'7m0Ä5�7( 	�")º
������µ��9�!A��!1�� Â7�¸-!1�2!1�¹�w�(�D���6�� "!1�f��0%�µ½��� "�m�(¾I9��"¸�9�7(��!�
���!-)º���I�J���ÚÇ
�µ
� Â7(��!4�����/�(����½� 	�	�¹7(���"�����w�J���²�'7�¸1 "!1���m�¹¾I�	��9d¸-����¸1��!1��!���!1���2�A���®�É�����º
� Â7��mÃ²ú9��"�w��!1�� Â7�¸-!1�2!1�/�
�"����!1�Ú�É�����2!-)À½/0Û7(�Ø� Ç���
�½������	��
����"����ÃØË����¡7(�Û�	 	 	
������'7(���"�����¸-�������")�!1�d��9�!ÿ� Ç���
�½������	��
����"���

σ���	56!1�+½¹0

σ þ �5�6 (p 798 ) = (∀y.q(z, y), 〈z〉), σ þ �5�6 (f 7�8 ) = ({y d}g(z), 〈z〉)

��9D7(�®7( "�'��¸-���/�'7(�	���w7(�n��½)\�!-¸1�ÚÇÅ "!156!1 ���
�½������	��
����"�������³!1�'7(�����®��9D7(�<½��	��)��®��9�!� "�����"¸m7( .5�7(���Â7(½� "!
y
Ã

���Z¶%!-¸1�mÃ ! Ã ! ÃýÝ.����9�!8�J�� 	 "�m¾I�	����7(���� 	�"¸m7(���"���ï�(�
σ
¸-��
� ")s7(���"�'!��D�	�s¾I9��"¸�9

{x/c}
�"����9�!�b��2!1�'7�Ç

 "!156!1 ¢c?5/Ç���
�½������	��
����"�����(�®��9�!Ä "�����"¸m7( �5�7(���Â7(½� "!
x
�

σ
(
{x/c}p 7�8 (f 7�8 (x))).

»!-¸m7(
���!,��9�!µ7(���� 	�"¸m7(���"���s�(�
σ
���
p 7�8 (f 7�8 (x)) �"��¸-�� 	 	�"���"�����É��!-!���7(��)�¾?!µ7( "����9D7m56!

c /∈ Dom(σ) = {p 7�8 , f 7�8 }, Cod(σ) = {q, d, g},

��!1�+Ã ´ Ã ù 3n��!1 	 "��
��I��9D7(�

σ
(
{x/c}p 7�8 (f 7�8 (x))) = {x/c}σ

(
p 798 (f 798 (x))))

¾I9��"¸�9+�"��56!1���ÍÏD!-)+½¹0

σ
(
{x/c}p 7�8 (f 7�8 (x))) = σ

(
p 7�8 (f 7�8 (c))) = ∀y.q

(
{y d}g(c), y

)

{x/c}σ
(
p 7�8 (f 7�8 (x)))) = {x/c}∀y.q

(
{y d}g(x), y

)
= ∀y.q

(
{y d}g(c), y

)
.

��ü
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ú9�!®�J�� 	 "�m¾I�	���� "!1���d7�7������%¸1�Â7(��!-����¸'9�!1�d75�7(���Â7(½� "!w�	�����'7(�¹���Â7(���"�����G�É����Ë�#U��bJ7����	�º¶%!-¸1�mÃ�ß.ÃýÝ.Ã ù c
7(��)¡� Ç���
�½������	��
����"�����mÃ × !U¾I�	 	 ���9��m¾O��9D7(�?�J���¸-!1���'7(�	����¸'9�!1�d7n5�7(���Â7(½� "!U�	�����'7(�/���Â7(���"����� ι 7(��)��Ç���
�½������	��
����"�����

ω
�.��9�!1��!,�"��7n��!-¸-����)ÿ�	�����'7(�/���Â7(���"���

κ
�d7(�%�	������9�!U�É�� 	 "�t¾I�	���d).�Â7(���'7(�×¸-����Ç

�µ
��'7(���	56!4�
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ϕ

ι(ϕ) ω(ι(ϕ)) = κ(ϕ)
ω

ι κ

ú9�!Ä "!1���d72)�!1�³!1��)���������9�!8�³�������	½��	 	�	��0¥����9D7-56!µ¸-���/��!$#%���
#ct

��9D7(�4¸-���¹�'7(�	���2����!Ä��9D7(�
����!�®��	����!1�����"���Û�����	�¹�v¯

a#ct
b��ÅÃ !�Ã®��9�!¥
�����d¹
�!$Ç~¶�7(�ï�"�n�Å7( "��!Fc$Ã²�,7(�2!1 	06�w�Í�U��9�!¥��0/�º½³�� 

a#ct�%¸-¸1
����U7��,7(����
��2!1�¹�Ä�(�A7��É
���¸1���"���Z��������!-).�"¸m7(��!n��0%�µ½��� 
f
�	�Z7(���	�����'7(�/���Â7(���"���

ι(#ct)
b��	�

ι(ϕ)
c$����!1�� Â7�¸1�	���

f
½/0ï7+��!1��� ���º7��É�����º
� Â7+¸-��
� ")r "!m7�)¨���+�º
� 	���	�� "!¡�%¸-¸1
�����!1��¸-!-�n�(�

a#ctbÉ���4������!Fc$Ã?úG�d�d7(�6!8��9�!8�'!1�
R
�(�²5�7( 	�")��	�����'7(�/���Â7(���"�����U¸1 "���'!-)�
���)�!1����Ç���
�½������	��
����"�����m�D�	���"�

��9¹
��4��!-¸-!-���'7(��0ÿ������!-��!1����9�!,
�����d/
�!$Ç~¶�7(��Ã
mëpu´8+½iHl"�5��io· � jz�)lz��i¸8
iqs�{~i�yzk�l�n5i4���6w'v � �
y�n"g[{og[�)g[{~uq�
n�¹c���G!1�

ϕ
½³!74�É�����º
� Â7,������!1��� ¸-���/�'7(�	���	���

Á�7(���Â7(½� "!t¶/Á2�IúG!1���¡¶/Á2�IËD�����µ
� Â76¶/Á�7(��) �?���/��!$#%�Õ¶/Á
#s1, . . . ,#sk

����
�¸�9|��9D7(�¡�É���ÿ!m7�¸�9
�%¸-¸1
������	���.�?���¹��!$#.�Õ¶/ÁO��9�!I
�����d/
�!$Ç~¶�7(�µ�"�®�Å7( "��!�Ã<��!1�

ι = {#s1/α1, . . . ,#sk/αk}
½³!�7Ä5�7( 	�")

�	�����'7(�/���Â7(���"�����³7(��)
σ
½�!87(����Ç���
�½������	��
����"���

•
�Õ7(���"�Ú��0%�	������9�!8¸-����).�	���"�����U�(�®��!1�+Ã ´ Ã��

•
�J����!m7�¸�9+��
���¸1���"�������4����!-).�"¸m7(��!µ��0%�µ½��� 

s
�(�
ϕ
�
s /∈ Dom(σ)

•
�J����!m7�¸�9h�?���¹��!$#.�Õ¶/Á

#si = #cti
�
a#cti /∈ Dom(σ) ∪ Cod(σ)

Ã
ú9�!1�+��9�!1��!Ä�"��7(��� Ç���
�½������	��
����"���

ω
��!Bd¹
D7( G���

σ
�2�/).
� "��½���
���)���!1�D7(���	�����D¾I�	��9

ù Ã
κ = {#s1/ω(α1), . . . ,#sk/ω(αk)}

�"�87¥5�7( 	�")Z�	�����'7(�/���Â7(���"�����G�	�ï¾I9��"¸'9¨��9�!d7(���� 	�"¸m7�Ç
���"�������(�

ω
7(��!8¸-�� 	 	�"���"��������!-!

Ý.Ã4ú9�!U�É�� 	 "�t¾I�	���¡!Bd/
D7(���"�������	�+¾I9��"¸�9s��9�!87(���� 	�"¸m7(���"���s�(�
ω
�"��¸-�� 	 	�"���"�����É��!-!���9��� ")��>�

κ(ϕ) = ω(ι(ϕ))

7Òsxu>uvwq� × !µ��!1�� Â7�¸-!�7( 	 <½³��
���)s5�7(���Â7(½� "!-�U¾I�	��9��	� σ ¾I�	��9Z).�"�����	��¸1�,����!-�U�����U�%¸-¸1
������	���ÿ�	� σ �
αi
���
ϕ
7(��)ÿ�6!1����9�!U��Ç���
�½������	��
����"���

ω
Ã²ú9�!1�s¸-�� 	 	�"���"�����I�d7-0ÿ�������%¸-¸1
��47��

ω
7(��)

αi
�
ϕ
)��

�����4¸-���/�'7(�	�s¸-�����2����5�7(���Â7(½� "!-�m��7(��)�½�����9�¸1 Â7(�	�2�47(��!Ä��
� ÍÏ� 	 "!-)U�
ù Ã

•
�������'7(�/���Â7(���"�����<�(��Á�7(���Â7(½� "!t¶/Á�7(��!A�����G�2�%).�ÍÏD!-)�7(��)µ)��������<�/¸-¸1
��<½���
���)8¾I�	��9��	�
7(�¹0ï�	�����'7(�/���Â7(���"���

ω(αi)
�®7��º��9�!10¨)��s�����º�%¸-¸1
��º½���
���)r�	�

αi
7(��)Q¸m7(�������n½³!

�	�¹�����%).
�¸-!-)ôb�½���
���)Lc?½¹0
ω

�43
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•
��!1�+Ã ´ Ã�����
D7(�'7(�¹��!-!-�®��9D7(�

FV (ω(αi)) ⊂ FV (αi)
�J����úG!1���¡¶/Á|7(��)ºË������º
� Â76¶/Á

�	�����'7(�/���Â7(���"�����mÃ�& ����!-�m56!1�m���É���±�?���/��!$#%�Õ¶/Á
#sj = #ctj

¾?!Ä9D7-56!

Bound(αj) ⊂ Bound(ω(αj))

7��²��9�!�7(����
��2!1�¹����(���É
���¸1���"��������������!-).�"¸m7(��!-�A)��Ä������ "!m7-56!���9�!4��¸-���³!-���(������!1�'7�Ç
�������®½��	��).�	���Ä "�����"¸m7( �5�7(���Â7(½� "!-�²¾I9�!1�d7(���� 	0%�	���

ω
Ã ´  	�����6!1��9�!1�m������!$Ï�#�¸-����).�	���"�����

7(��!8�����	 	 ���
� ÍÏ� 	 "!-)�¾I�	��9
κ
Ã

Ý.Ã�ú9�!8!Bd/
D7(���"���+�"�I�����t56!-)+½/0ÿ7�������
�¸1��
��'7( ��	��).
�¸1���"����
•
Ë�����7nÁ�7(���Â7(½� "!t¶/Á2��ú�!1���¡¶/ÁÙ���4Ë������µ
� Â76¶/Á

#si
�

κ(#si) = ω(αi) = ω(ι(#si))

•
Ë�����7��?���/��!$#%�Õ¶/Á

#si = #cti
�

κ(#cti(r)) = {a#cti/κ(r)}ω(αi) ¡&¢= {a#cti/ω(ι(r))}ω(αi)
(∗)
= ω(ι(#cti(r)))

¾I9�!1��!
(∗)


���!-�4��!1�+Ã ´ Ã ù 327(��)���9�!,����!1���"��!�Ã
•
Ë�����7(�/0�����9�!1�4���³!1�'7(�����

op
�

κ(op(r1, . . . , rn)) = op(κ(r1), . . . , κ(rn))

¡&¢= op(ω(ι(r1)), . . . , ω(ι(rn)))
(∗)
= ω(ι(op(r1, . . . , rn)))

¾I9�!1��!
(∗)


���!-����9�!Ä����!1���"��!�Ã
°Û��Ú¹� �I±�©�¯`�q�|��±t�q� �²¬��U�.�I��wÒ|�UÝ �{³UÝ¦©H�²ÒÔ¯��x��Ñí�D«���«B�,«�Ñx�Aª��
´ �D7( "���6��
��� 	0����À��9�! ��Ç���
�½������	��
����"�����s�(�º��9�!ï����!15%�"��
��+��!-¸1���"�����U�	�~��9��"�+����!ï¾?!ï)�!$Ï���!r7
�J7(���	 	0À�(�Ä��
�½������	��
����"��������9D7(�2��!1�� Â7�¸-!+��9�!+���6�� "!1� ��0%�µ½��� "� � �q� 7�8 ���	�/�����/).
�¸-!-) �	� ! Ã�3.ÃýÝ.Ãú9�!-��! ���(Ç�¸m7( 	 "!-)O�ÚÇ���
�½������	��
����"�����²bÉ��
�½������	��
����"�������(�º� �6�� "!1� ��0/�º½³�� "�zc��J�� 	 "�m¾^!$#�7�¸1�� 	0 ��9�!
�'7(�2!?�	�¹��!1�/���"���¥7��<��Ç���
�½������	��
����"�����m�¹7(��)��2�����²�������³!1�����"!-�²¾?!9D7-56!?�J�����µ
� Â7(��!-)��J���®��9�! Â7(����!1�
����!-�A¸m7(�¡½³!4���'7(���� Â7(��!-)¡¾I�	��9¡���	�����?�2�/).�ÍÏD¸m7(���"��������� 	06Ã²Ë����?��9�!I�J�� 	 "�m¾I�	�����.¾?!�)�!1������!���9�!
��!1�2�(�,7( 	 ��É�����º
� Â7��m����!1���2�¡7(��)Û���������'7(�2�d�(�µ�¹7-5�7��7(��)�*,�l¾I�	��9 � �]�fbJ7��2�	�¹�����%).
�¸-!-)Ø�	�
¶%!-¸1�mÃ�Ý.Ã ù c$�²7(��)¨¾I�	��9 � �q� 7�8 ¾?!¡)�!1������!d��9�!d��!1�n�(��7( 	 ��É�����º
� Â7��m�<��!1���2�n7(��)r���������'7(�2�º�(��¹7-5�7��7(��)�*,� 7�8 b��ÅÃ !�Ã��(���/7-5�7��7(��)�*U���D!1�����"¸�9�!-)�¾I�	��9+��9�!8���6�� "!1� ��0/�º½³�� "� � �q� 7�8 c$Ã
× 9��	 "!�É���®��Ç���
�½������	��
����"��������9�!47(����
��2!1�¹���?�(����0%�µ½��� "�²���Ä½�!��!1�� Â7�¸-!-)¡7(��!I��!1���2�<bJ7(��)2��9�!�É�����d7( ��D7(�'7(�2!1��!1���?7(��!I "�����"¸m7( �5�7(���Â7(½� "!-�m�6���,��9D7(���������d7( �5¹Ç���
�½������	��
����"�����w¸-��
� ")�½�!
���!-)����

7�¸�9��"!156!�¸m7( 	 ÍÇÅ½/0¹ÇÅ�D7(�2!4�D7(�'7(�2!1��!1���D7������	����c$���J���w���6�� "!1� ��0%�µ½��� "�w�(� � �]� 7�8 ¾?!��!-!-)����,����!m7(���!1���2�m�/���������'7(�{5�7(���Â7(½� "!-�?7(��)³\Ö
����¥���'7(��!1�2!1�¹����b���9�!-��!4�/�	��)��A�(��7(����
��2!1�¹���¸m7(�¡�%¸-¸1
��w�J���
���6�� "!1�×��0%�µ½��� "��c$Ã ´ �?�É�����d7( G�D7(�'7(�2!1��!1�����J���I��9�!-��!,�%�	��)����(�®¸-����������
�¸1����¾A!8
���!

•
 "�����"¸m7( �5�7(���Â7(½� "!-�

x ∈
8
i4sG�J���®��!1���2�±b�¾I9�!1����!1�� Â7�¸1�	���Ä�É
���¸1���"���¡7(��)�����!-).�"¸m7(��!4���6�� "!1�

��0%�µ½��� "��c$��!$#�7�¸1�� 	0+7���É�����Ç���
�½������	��
����"�����
•
���������'7(� 5�7(���Â7(½� "!-�

v ∈
7+8
iqs��J���d���������'7(� 5�7(���Â7(½� "!-�;b���9�!��É�����d7( ��D7(�'7(�2!1��!1���+7(��!

��!1�D7(�2!-)�������9�!8¸m7( 	 ÍÇÅ�D7(�'7(�2!1��!1����c
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•
�J���<\Ö
����Ø���'7(��!1�2!1�¹���2¾?!ÿ
���!ÿ Â7(½�!1 "�� 

∈
ii�y´lzk6b�¾I9�!1�Û��!1�� Â7�¸1�	���r���'7(��!1�2!1�/�d���6�� "!1�

��0/�º½³�� "�zc$Ã
× !µ)�!1������!º��9�!µ�'!1�4�(�w��9�!-��!Ä���������	½� "!8�É�����d7( ��D7(�'7(�2!1��!1���.bÉ)�!1��!1��).�	���¡���Z7����	56!1�s56�/¸m7(½�
.Ç Â7(��0/c?½¹0�7DiqsB�

76iqs
:=

8
iqs
∪

7+8
iqs
∪

ii�y9lzk
.mëpu´8,½µ5lu�¹�/{[g[{[u4�¸·V7Diqsxiq�el"gÁlzs � �/y�n"g[{og[�)g[{[u4�Z¹Z� ´ r
iqsvi4��lBgÁlzs³nz�
y�n"g[{og[�)g[{~uq�

ω = {x1/t1, . . . , xk/tk}�"�47��d7(� � �q� 798 → � �q� 7�8 ��)�!$Ï���!-)�½/0
ω(xi) := ti,

����É���
xi
7n Â7(½³!1 @�

ω(xi
�m3 , ìoö ) := ti

b��ÅÃ !�Ã��	�ï��9�!2 Â7(����!1�º¸m7���!���9�!d��!1
����'7( ����'7(��!1�2!1�¹�í3 , ìoö�«L�� Â7(½�!1 	 "!-)ï¾I�	��9
xi
�"�Ä��!1�� Â7�¸-!-)¨¾I�	��9

ti
c$ÃwÊA7�¸�9��D7(�	�

(xi, ti)
b
i ∈ {1, . . . , k}

cA9D7��I����½�!Ä�(�®����!µ�(�<��9�!U�J�� 	 "�m¾I�	���¡�/�	��)��>�
• xi ∈

8
iqs��"��7n "�����"¸m7( �5�7(���Â7(½� "!87(��)
ti ∈

�tlzsz� �"��7º��!1���+�.½�����9�9D7-5%�	������9�!Ä�'7(�2!Ä�������
• xi, ti ∈

798
iqs�7(��!Ä½�����9����������'7(�x5�7(���Â7(½� "!-�m�.9D7-5%�	���d��9�!Ä�Õ7(�2!Ä��0%�³!
• xi ∈

ii�y´l"k��"��7� Â7(½³!1 G7(��)
ti
�"�47.�¹7m5�7d���'7(��!1�2!1�¹�mÃ

ω
�"�w¸-���¹���	�/
�!-)¥7��A7,9����2���2������9��"���û���Ä!1 "!1�2!1�/���

T ∈
� �q� 7�8 ��!-����!-¸1���	���µ����!1�'7(�������w½��	��).�	�����0%�µ½��� "�m��¾I9��"¸'9�¸m7(�+½�!

•
����!1�'7(�������,½��	��).�	���� "�����"¸m7( ²5�7(���Â7(½� "!-�m�� 	�	�6!.d¹
D7(�/���ÍÏD!1���µ7(��)ï��½)\�!-¸1�ÚÇÅ "!156!1 w��
�½������	��
����"���
���³!1�'7(�������?b �J���4��
�½������	��
����"�����(�< "�����"¸m7( G5�7(���Â7(½� "!-��c

•
)�!-¸1 Â7(�'7(���"�����I�(�� "�/¸m7( �bÉ���'7�¸��/c����������'7(�`5�7(���Â7(½� "!-�³b �J���A��!1�D7(���	�������������'7(�`5�7(���Â7(½� "!-��c$Ã

mëp ³ / º[» i4�,rtkml/·V7Diqsxiq�el"gÁlzs � �/y�n"g[{og[�)g[{[u4�Z¹Z� × !+��
�½������	��
���! 7 ��!1���+��7 ���������'7(� 5�7(���Â7(½� "!s7(��) 7
���'7(��!1�2!1�/�>�

{x/f(a), v/w, l/
ë� � í�S �

}
(

〈
ì[îtëÿ5Gâ®5o¯fÞ)â² ���3 , ìoöGâ 〉p(x, v)

)

= 〈
ì[îtëÿ5Gâ®5²¯fÞ)â�ë� � ílS �>â

〉p(f(a),w)

ú9�!��J�� 	 "�m¾I�	���Z)�!$Ï����	���"���r�"�º7( 	�2�����8�")�!1�¹���"¸m7( ?����*,!$�ÚÃ ´ Ã ! ��!$#.¸-!1���8��9D7(�º����9�!1�µ�%�	��)��8�(�
��0%�µ½��� "��7(��!U��!1�� Â7�¸-!-)��D7(��)¥��9D7(�I¾A!U
���!U��9�!,�D7(�'7(�2!1��!1����
�½������	��
����"���+�(��*,!$��Ã ´ Ã ù �º�	������!m7�)
�(�®5¹Ç���
�½������	��
����"�����>�

mëp ³ ´¶µ5lu�¹�/{[g[{[u4�¸·@n v � �
y�n"g[{og[�)g[{~uq�Z¹Z� ´ �hn v@nz�
yznzg[{[g[��g[{~uq�
σ
�"��7��d7(�

σ :
� �q� 7�8 → � �q� 798

��
�¸'9+��9D7(����9�!1��!Ä�"�47n�d7(�
σ þ �5�6 :

� �q� 7�8 → � �q� 7�8 × 7Diqs ∗
�'7(���"�Ú�É0%�	���
¿ � y F�Q'N�RAY�C RARAQHz�O<=)F-D<FLW�R�C�^LFLKMFLN�O|Q \qO<=)F�N�FLI�O"D�C�R'@VO�C�O<F�KMFLN�O¤£4¥§¦(¨MO<QPCH��Q'?TS[W�D<Q X)RAFLKM@eC N)S�KMQ D<F�^LQ'KMW�RA?T^LC�O<FHSS�F��)N)?JO<?AQ'N�@�^HC�I)@"FHS9X�Yë\2D<FLF�@VY�K�XZQ'RA@GDÃRA?T¤'F%W�D<Q'� D�C�K � C�D<?TC�X)RAFL@�Q�D£RTC XZF�RT@ZFlO<=�C�O�^LQ I)RTS9Q O<=)F�D"zP?T@"F%Q�^L^LI�DzP?JO<=)?AN%O<=�F[@VO�C�O<FLKMFLN�OH`
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•
!m7�¸�9¥�É
���¸1���"������0/�º½³�� 

s 7�8 ∈ � �q� 7�8 �"�?�d7(����!-)¡���/���278�D7(�	� (T, 〈x1, . . . , xk〉)
�%¾I9�!1��!

T
�"�
5 7n��!1���×��9D7(�49D7��I��9�!8�'7(�2!Ä�������U7��

s 7�8 �J��� s 798 ∈ 6�����j 7�8
5 7º�J�����µ
� Â7��É���

s 7�8 ∈ 7Òs´lx� 798
5 7.�¹7m5�7��7(��)s���'7(��!1�2!1�¹�4�É���

s 7�8 ∈ � g@i�gÁlz�elz�Lg 7�8
5 7��¹7-5�7��7(��)�!$#.����!-�����"���ÿ��9D7(�9D7��A��9�!,�'7(�2!���0%��!,7��

s 7�8 �J��� s 7�8 ∈ ºl» r�s´l�n9nz{[uq� 7�8
7(��)

x1, . . . , xk ∈
7DiqsA7(��!U).�"�����	��¸1�?�É�����d7( ³�D7(�'7(�2!1��!1���m��¸-�����D7(���	½� "!,���º��9�!����	���D7(��
���!

�(�
s 7�8 bJ7(��)+�	�+�D7(�����"¸1
� Â7(�49D7m5/�	���d¸-������!-¸1�����������47(��)���0/��!-��cz�
5  "�����"¸m7( �5�7(���Â7(½� "!-�

x1, . . . , xl ∈
8
iqs-�%�É���

s 7�8 ∈ 6�����j 7�8 ∪ 7Òs´lx� 798
5 ���������'7(� 5�7(���Â7(½� "!-�

xl+1, . . . , xm ∈
798
i4s�b��	��7(�/0�¸m7���!Fc

5  Â7(½�!1 "�
xm+1, . . . , xk ∈

iHi�y´lzk	�%�J���
s 7�8 ∈ � g@i4gÁlz�elz�Lg 798

•
�J���47( 	�2������7( 	 ���0%�µ½��� "�

s 7�8 � σ þ �5�6 (s 7�8 ) = (s 7�8 (x′1, . . . , x′k), 〈x1, . . . , xk〉)
�.¾I�	��9

x′i :=

{

xi
�-3 , ìoö �J���

xi
7n Â7(½�!1 

xi
����9�!1��¾I�"��!

b��ÅÃ !�Ã�!-�'��!1�¹���Â7( 	 	0
s 798 �"�I�d7(���³!-)����¹�����	����!1 Í�zc

• σ
�"�I��9�!µ7(���� 	�"¸m7(���"��� �(�

σ þ �5�6 ������!1���2�m���É�����º
� Â7���7(��)����������'7(�2�>�
5 Ë��������6�� "!1�x��0%�µ½��� "�

s 798 �
σ(s 7�8 (r1, . . . , rk)) = {x1/σ(r1), . . . , xk/σ(rk)}T¾I9�!1��!

σ þ �5�6 (s 798 ) = (T, 〈x1, . . . , xk〉)b�¾?!Ä
���!,��9�!Ä�D7(�'7(�2!1��!1�U��
�½������	��
����"�����(�²*,!$�ÚÃ ´ Ã ù ��c
5 ´  	 �����9�!1�4¸-����������
�¸1���U7(��!Ä9D7(��). "!-)ÿ�Å7(�	��9.��
� 	 	06Ã

m(p ³c³éº[» iq�±r�k�l~·~n'v � �/y�nzg[{[g[�)g[{[uq�c¹Z�4Ë������9�!U���'7(��!1�2!1�¹�����6�� "!1� ��0%�µ½��� 
s 7�8 7(��)¥��9�!��ÚÇ���
�½������	��
����"���

σ
)�!-��¸1���	½³!-)+½¹0

σ þ �5�6 (s 798 ) = (α, 〈v,
 
〉),7(��)ÿ��9�!8���'7(��!1�2!1�/�

α
½³!1�	���

® ì � b~5 ¯ô¯ Þ cl ¹�q3 , ì´öpâùé�ý 3Lé * � é �¢, �ðâ ±
¾A!8¸-�������")�!1����9�!µ7(���� 	�"¸m7(���"���

σ
(

〈
 J� ® ì[îtë¥¾�â

s 798 (w;
ê�í�îtëFì[î.�Hé¡�

)
â¢±

〉ϕ
)

.

úG����!1�Ú�J����� ��9��"��7(���� 	�"¸m7(���"������Ï������I��9�!Ä�D7(�'7(�2!1��!1���4�(�
s 7�8 9D7-56!Ä����½�!Ä��
�½������	��
���!-)+�	� α �

σ
(
s 7�8 (w;

ê�í�îtëFì[î.�¿éd�
)
)

= {v/w,
 
/
ê�ítîtëFìoî.�¿é¡�

}α

=
® ì � bµ¾ì¯}¯fÞecÒê�í�îtëFì[î.�Héd��â/é|ýu3>é/* � é �-, ��â¢± .

ú9�!w��!-��
� 	�®�(����9�!A�D7(�'7(�2!1��!1�®��
�½������	��
����"���º�"����9�!1�n�	����!1����!-)µ�	�n��9�!�!1��¸1 "�����	�����J�����µ
� Â7.��¾I9��"¸'9
 "!m7�)��I���

〈
 «� ® ì[îtëÿ¾�â ® ì � bµ¾ì¯}¯ÙÞ�cÒê�í�îtëFì[î.�Hé¡��â
é|ýu3>é/* � é �-, ��â>±9±

〉σ(ϕ).
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���Z��9�!º����!15%�"��
��Ä��!-¸1���"���ï¾?!n)�!1������!���9�!��'!1�U�(�A����!-!���0%�µ½��� "�U¾I�	��9��	�r7d��!1��� ���U�J�����µ
� Â7
T
½/0

FS(T )
ÃIúG�¡����!m7(�4�"�'��
�!-�4�(��).0%�D7(���"¸8 "�����"¸����	����9��"�U��!-¸1���"����¾?!n7( "�'�¡7( 	 "�m¾

T
���d½³!n7

���������'7(� b �É�'7(���2!1�¹��c$�³7(��)+)�!$Ï���!
FS(T )

����¸-���/�'7(�	����9�!,�J�� 	 "�m¾I�	���¥��0%�µ½��� "���(�
T
�

•
�É��!-!, "�����"¸m7( �5�7(���Â7(½� "!-�

•
�É
���¸1���"���s7(��)�����!-).�"¸m7(��!µ��0/�º½³�� "�

•
�É��!-!�b��ÅÃ !�Ã������� "�%¸m7( 	 	0ÿ)�!-¸1 Â7(��!-)Lc���������'7(�×5�7(���Â7(½� "!-�

•
���6�� "!1�×��0/�º½³�� "�4�(� � �q� 7�8

•
�É��!-!+ Â7(½�!1 "�¥¾I�	��9��	�����������'7(�2�t���ÅÃ !�ÃA Â7(½³!1 "�ÿ�%¸-¸1
������	���À7���7(����
��2!1�¹�����(�º7½* � é �-, ���
ê�í�îtëFì[î.�¿é�Ç����'7(��!1�2!1�/�m����9D7(�µ7(��!������Ä½���
���)Z½¹0 ��9�!� Â7(½³!1 	 	�	�����(�I7(�¨!1��¸1 "�����	���+���'7(��!$Ç
�2!1�¹�mÃ

¼�!$�É!1�����	���������9��"���6!1��!1�'7( 	�"��!-)8�2!m7(���	���U�(�
FS

����9�!²)����d7(�	�
Dom(σ)

7(��)8¸-�%)����d7(�	�
Cod(σ)�(�w7(���ÚÇ���
�½������	��
����"���

σ
7(��!µ)�!$Ï���!-)+���	���	 Â7(��7���J�����Ç���
�½������	��
����"������bÉ*,!$��Ã ´ Ã þ4c$���D7(�2!1 	0¥½/0

mëp ³ ¼½µ5lu�¹�/{[g[{[u4�¸·Vµ?uq��iq{o��i4��� Q�u>��uq��iq{o�Z¹Z����!1�
σ
�
σ þ �5�6 ½�!¥7��n�	�À*U!$��Ã ´ ÃýÝ ù Ã ´ �º
���
D7( 	 	0¨¾A!)�!$Ï���!s��9�!ô��uq��iq{o�

Dom(σ)
�(�
σ
���¨½�!���9�!���!1�¥�(�8���6�� "!1�M��0%�µ½��� "�2�����¡�d7(���³!-)|���¹���

��9�!1�2��!1 	56!-�5bJ7����	�+*,!$�ÚÃ ´ ÃýÝ ù c$�D7(��)���9�!�j9u>��uq��iq{o�
Cod(σ)

�(�
σ
½¹0

Cod(σ) =
⋃

s∈Dom(σ)
(a,〈x1,...,xk〉)=σ

y ���©� (s)
FS(a)\

(

{x1, . . . , xk}\
ii�y´l"k ) «H«

× !��!$�J�����µ
� Â7(��!��G!1�+Ã ´ Ã��.��¾I9��"¸'92)�!1��!1�����	��!-�²��9�!?����!-!?5�7(���Â7(½� "!-�®��9D7(�w¸m7(��½³!?�	�¹�����%).
�¸-!-)½¹0�7(�ÿ��Ç���
�½������	��
����"�����.�	��7n�� 	�	��9¹�� 	0¥�2����!,�6!1��!1�'7( �56!1�����"������9D7(�I�"���!-!-)�!-)¥�J���47n��
�½���!Bd/
�!1�¹�
�����%�(�v�

mëp ³ Ì
iHl"�5��io·u6Usxl9l � �q��y´uqk1n?iq�t��n'v � �/y�nzg[{[g[�)g[{[uq�/n�¹Z�4��!1�
σ
½�!µ7(����Ç���
�½������	��
����"���s7(��)

T ∈
� �q� 7�87(��!1 "!1�2!1�/���(���¹7-5�7��7(��)�*,� 7�8 Ã²ú9�!1��¾A!Ä9D7m56!

FS(σ(T )) ⊂ FS(T ) ∪ Cod(σ).

¼�!1�D7(���	���4�(�%½���
���)8��0%�µ½��� "��¸m7(�8½�!®��!1�Ú�É�����2!-)U�J���G�ÚÇ���
�½������	��
����"�����G7����J����� Ç���
�½������	��
����"�����>�
mëp ³ ø µ5lu�¹�/{[g[{[u4�¸·V$,uq�����9¾6lz�tiq�.{¢��}Ouvwµn'v � �/y�nzg[{[g[�)g[{[uq�/n�¹Z�4��!1�

σ þ �5�6 7(��) ω þ �5�6 ½³!,¸-���/��!1�¹����7���	�*,!$�ÚÃ ´ ÃýÝ ù Ã
σ þ �5�6 7(��) ω þ �5�6 7(��)¨¸m7( 	 "!-) lH�"�
iqk���u>�q��kmuhy´uq���t�'s´lz��i4�5{o��}��G�Í�A�J���8!m7�¸�9Q��0/��Ç½��� 

s 7�8 ∈ � �]� 7�8 ¾I�	��9 σ þ �5�6 (s 798 ) = (a, 〈x1, . . . , xk〉)
�
ω þ �5�6 (s 7�8 ) = (b, 〈y1, . . . , yk〉)

��9�!�!1 ÍÇ
!1�2!1�¹���

{x1/z1, . . . , xk/zk}a
7(��)

{y1/z1, . . . , yk/zk}b7(��!?!Bd¹
D7( /�2�/).
� "�4½³��
���)µ��!1�D7(���	������¾I9�!1��!
z1, . . . , zk

7(��!?).�"�����	��¸1�mÃ<ú9�!���
�½������	��
����"�����<
���!-)
7(��!U�D7(�'7(�2!1��!1�I��
�½������	��
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